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Einleitung 


Die  reinen  Verdrehungsschwingungen  elastischer  Stäbe  sind  von  Lorenz,  Gümbel, 
Frahra,  Roth  und  Holzer  untersucht  worden.  Die  vorliegende  Arbeit  bildet  insofern  eine 
Fortsetzung  und  Vervollständigung  dieser  Untersuchungen,  als  die  darin  entwickelten 
graphischen  Verfahren  und  Regeln  dem  praktischen  Ingenieur  die  Mittel  bieten,  für  solche 
Stäbe  die  Bestimmung  der  kritischen  Umlaufzahlen,  die  Ersetzung  gekröpfter  Wellen  durch 
cylindrische,  elastisch  gleichwertige,  die  Festlegung  der  Schwingungsausschläge  und  im 
Zusammenhang  damit  des  Ungleichförmigkeitsgrades  und  der  Winkelabweichung  in  ein- 
facher, wenig  Mühe  und  Zeit  beanspruchender  Weise  durchzuführen,  als  sie  endlich  zeigt, 
wie  beim  Auftreten  beliebig  vieler  dämpfender  Kräfte  die  graphische  Behandlung  ohne 
grundsätzliche  Schwierigkeiten  zum  Ziele  führt. 

Der  Verfasser  hat  sehr  viele  neu  konstruierte  Maschinen  auf  Verdrehungsschwingungen 
untersucht  und  dabei  in  allen  Fällen  eine  ausserordentlich  gute  Uebereinstimmung  der  vorher 
auf  graphischem  Wege  gefundenen  Ergebnisse  mit  den  experimentell  gewonnenen  Tat- 
sachen festgestellt.  Durch  den  Nachweis  der  Uebereinstimmung  gelang  es,  die  Ursache 
mancher  vorher  unerklärten  Erscheinung  zu  erkennen. 

Die  Verdrehungsschwingungen  der  Wellen  machten  sich  bei  den  älteren  Kolben- 
kraftmaschinen mit  ihren  niedrigen  Umlaufzahlen,  ihrem  vollen  Indikatordiagramm  und  der 
geringen  Cylinderanzahl  nicht  bemerkbar.  Die  Ansprüche  an  gleichförmigen  Gang  waren 
sehr  gering.  Bei  den  neueren  Kolbenkraftmaschinen  ist  dagegen  wegen  der  höheren  Umlauf- 
zahlen, der  grösseren  Kolbendrücke,  der  . schmäleren  Indikatordiagramme  und  der  viel 
höheren  Ansprüche  an  den  Gleichförmigkeitsgrad  das  Auftreten  von  Verdrehungs- 
schwingungen zur  Regel  geworden  und  erfordert  von  dem  in  der  Praxis  stehenden  Ingenieur 
sorgfältigste  Beachtung. 

Infolge  gesteigerter  Umlaufzahl  stiegen  die  Trägheitskräfte  der  Massen  ; ausserdem 
näherte  man  sich  dadurch  mehr  und  mehr  der  sogenannten  kritischen  Umlaufzahl  der  Welle, 
bei  welcher  die  infolge  der  Verdrehungsschwingungen  entstehenden  Ausschläge  gefährlich 
gross  werden  können.  Durch  die  schmale  Diagrammform,  sowie  infolge  des  Viertakts 
wurden  die  sinusförmig  verlaufenden  Anteile  des  Drehkraft-Diagrammes  gegenüber  der  Linie 
mittleren  Widerstandes  immer  bedeutungsvoller.  Eben  wegen  des  sehr  ungleichmässig 
verlaufenden  Drehkraft-Diagrammes  und  der  gleichzeitig  hohen  Ansprüche* an  den  Gleich- 
förmigkeitsgrad wurde  man  dazu  getrieben,  immer  grössere  Schwungmassen  auf  die  Welle 
zu  setzen,  wodurch  wiederum  die  kritische  Umlaufzahl  der  normalen  Umlaufzahl  wesentlich 
näher  gerückt  wurde.  Die  Vermehrung  der  Cylinderanzahl  brachte  ausser  einer  Massen- 
anhäufung an  verschiedenen  Stellen  der  Welle  namentlich  eine  Erhöhung  der  Perioden- 
zahlen der  hauptsächlich  in  Betracht  kommenden  harmonischen  Tangentialkräfte  mit  sich, 
wodurch  ebenfalls  ein  Zusammenfallen  der  Betriebsumlaufzahl  mit  einer  kritischen  Umlaufzahl 
begünstigt  wurde. 


1 


2 


Andererseits  entstanden  in  neuerer  Zeit  Apparate  zum  Messen  des  Ungleich- 
förmigkeitsgrades, der  durch  die  Wellen  hindurch  geleiteten  Kraft  u.  s.  f.  Gerade  diese 
Apparate  Hessen  in  einer  grossen  Reihe  von  Fällen  mit  aller  Deutlichkeit  mehr  oder  weniger 
heftige  nicht  direkt  auf  das  Drehkraftdiagramm  zurückführbare  elastische  Schwingungen  der 
Wellenleitung  erkennen.  Es  zeigte  sich  durchaus  einwandfrei,  dass  der  Ungleichförmigkeits- 
grad in  wesentlichem  Masse  eine  Funktion  der  Form  und  der  Abmessung  der  Welle  ist. 

Zunächst  waren  es  die  ausserordentlich  langen  Wellenleitungen  der  Schrauben- 
dampfer, an  denen  man  die  Schwingungserscheinungen  wegen  des  öfteren  Auftretens  von 
Brüchen  eingehend  studieren  musste.  Das  ist  namentlich  von  Frahm,  Gümbel  und  Lorenz1) 
geschehen.  Dieser  einfache  Fall  einer  Welle  mit  2 an  ihren  Enden  befindlichen  Massen 
soll  auch  hier  nicht  näher  erörtert  werden. 

Wenn  auch  der  Fall  einer  Welle  mit  3 oder  mehr  Massen  schon  von  Roth  und 
Holzer !)  untersucht  worden  ist,  so  war  doch  in  der  Praxis  ein  dringendes  Bedürfnis  nach 
einem  möglichst  einfachen,  übersichtlichen  Verfahren  vorhanden.  Angesichts  der  Häufigkeit 
und  Kompliziertheit  der  auftretenden  Erscheinungen  war  auch  hier  wieder  die  anschauliche 
graphische  Behandlung  geboten,  da  sie  im  Gegensatz  zur  analytischen  Lösung  gestattet, 
die  Untersuchungen  in  schneller  und  für  die  Praxis  durchaus  genügend  genauer  Weise  zum 
Abschluss  zu  bringen.  Die  vorliegende  vom  Verfasser  entwickelte  Theorie  baut  sich  auf 
dem  zuerst  von  Gümbel  angegebenen  Verfahren  zur  Ermittlung  der  sogenannten  Schwingungs- 
form auf. 

Wenn  auch  die  entwickelte  Theorie  allgemein  gilt,  so  wurde  doch  auf  die  besonderen 
Bedürfnisse  des  Motorenbaues  insofern  Rücksicht  genommen,  als  alle  Beispiele  sich  auf 
praktische  Fälle  aus  dem  Verbrennungskraftmaschinenbau  beziehen ; ebenso  entprechen  die 
masstäblich  ausgeführten  Zeichnungen  zum  grossen  Teile  bereits  ausgeführten  und  experi- 
mentell untersuchten  Maschinen. 


I)  Siehe  Quellenverzeichnls. 
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Bezeichnungen. 

n Umlaufzahl  der  Maschine,  gemessen  in  min  1 

n e Eigenschwingungszahl  der  Welle  in  min  1 
nK  = kritische  Umfaufzahl  der  Welle  in  min  1 

co  = unveränderliche  Winkelgeschwindigkeit  der  zur  Schwingung  gehörenden  Kreis- 
bewegung, also  nicht  Winkelgeschwindigkeit  der  Welle,  gemessen  in  sk^1 
r - ideeller  Kurbelhalbmesser  in  cm 
a = ra  - - grösster  Schwingungsausschlag  in  cm 

m auf  den  Abstand  r vom  Wellenmittel  reduzierte  Masse  in  kg  . sk  ,2  cm  1 

T Trägheitskraft,  hervorgerufen  durch  die  Schwingungen,  in  kg 

P — harmonisch  (sinusförmig)  verlaufende,  aus  dem  Drehkraftdiagramm  durch  harmonische 
Analyse  erhaltene  äussere  Kraft  in  kg 
G = Schubelastizitätsmodul  in  kgcm  2 
J = polares  Trägheitsmoment  in  cm1 

K — dämpfende,  von  der  Schwingungsgeschwindigkeit  abhängige  Kraft  in  kg 
k Dämpfungsziffer  in  kg  • sk  • cm-1 
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Allgemeine  Bestimmung  der  Schwingungskurve  beim  Fehlen 

dämpfender  Kräfte. 


Die  Ermittlung  der  Verdrehungsschwingungen  eines  elastischen,  masselos  gedachten 
Stabes,  der  beliebig  viele,  beliebig  verteilte  Massen  besitzt  und  beeinflusst  wird  durch  beliebig 
viele  harmonische,  in  beliebiger  Phase  aber  gleicher  Periode  schwingende  Kräfte,  die  auf 
denselben  ideellen  Kurbelhalbmesser  r wie  die  Massen  reduziert  sind,  ist  von  Gümbel  mit 
Hilfe  des  Seilpolygons  durchgeführt  worden. 

Greifen  an  einem  gleichmässig  cylindrischen  Stabe  an  verschiedenen  Stellen  ver- 
schiedene statische  Drehmomente  an,  so  wird  jede  Erzeugende  der  Oberfläche  des  Stabes 
zu  einer  an  den  Angriffsstellen  der  Momente  geknickten  Raumkurve.  Bei  Abwicklung  der 
Cylinderoberfläche  in  die  Ebene  wird  diese  Raumkurve  zu  einer  ebenen,  an  den  gleichen 
Stellen  geknickten,  aus  geraden  Linien  zusammengesetzten  Kurve,  der  Verdrehungskurve, 
während  die  Abwicklung  der  Erzeugenden  für  den  unbelasteten  Zustand  eine  gerade  Linie 
ergibt.  Der  Unterschied  zwischen  der  Verdrehungskurve  und  der  im  folgenden  Nullinie 
genannten  geraden  Linie  ergibt  für  jede  einzelne  Stelle  der  Welle  den  zugehörigen  Ver- 
drehungsausschlag gemessen  auf  der  Oberfläche  des  Stabes.  Bei  Verwandlung  aller  Dreh- 
momente in  Kräftepaare  Pr  mit  gleichem  Hebelarm  r ist  es  zweckmässig,  die  Verdrehung 
statt  für  die  zuvor  genannte  Wellenoberfläche  für  die  Oberfläche  eines  Cylinders  zu  be- 
stimmen, dessen  Halbmesser  gleich  dem  Hebelarm  r ist. 

Falls  zwischen  zwei  Querschnitten  im  Abstande  L das  Drehmoment  M,  des  linken 
Stabendes  sich  nicht  ändert,  ergibt  sich  die  gesamte  zugehörige  am  Abstande  r gemessene 
relative  Verdrehung  zwischen  ihnen  zu 


Aa  = » 


r L • 


Mj  r ■ L 

J ■ G 


P,  • r2  • L 
^G“ 


oder 


Aa 

L 


1 1 

J • G 

r2 


d.  h.  die  relativen  Verdrehungen  Aa  wachsen  proportional  mit  der  Länge  L,  da  die  rechte 
Seite  der  letzten  Gleichung  im  P'elde  L eine  Unveränderliche  ist. 

Die  eben  genannte  Beziehung  gestattet  eine  einfache  graphische  Darstellung  der 
Verdrehungsausschläge:  Trägt  man  in  einem  ebenen  Kräfteplan  die  an  dem  Stab  wirken- 
den, auf  gleichen  Abstand  r reduzierten  Kräfte  an  einander  an  und  wählt  man  als  Pol- 

I - G 

abstand  die  Grösse  H = 9 und  den  ersten  Polstrahl  gleichlaufend  zur  wagrechten  Null- 

linie, so  ergibt  das  zugehörige  Seileck  in  seinen  Ordinaten  unmittelbar  die  Grösse  der 

A a 

absoluten  Verdrehungen  a an,  da  die  Neigung  --  der  einzelnen  Linie  im  Seileck  gleich 

pi 

ist  der  Neigung  — des  zugeordneten  Polstrahls  in  diesem  Krafteck. 

H 

Die  Seilkurve  stellt  demnach  unmittelbar  die  Verdrehungskurve  dar. 
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Ist  81  der  verhältnismässige  Verdrehungswinkel  gemessen  in  cm  am  Abstand  1 cm 
in  der  Entfernung  1 cm,  so  besteht  die  Beziehung: 


Man  erhält  dadurch  unmittelbar  die  Beanspruchung  Tmax  des  Stabes  im  Felde  L zu 

9>G  • D 

^ max  — q > 

wobei  D der  Durchmesser  des  kreisrunden  Stabes  ist. 

Liegt  eine  Welle  mit  beliebig  veränderlichem  Querschnitt  und  Kröpfungen  vor, 
so  lässt  sie  sich  durch  eine  elastisch  gleichwertige  von  gleichmässig  kreisrundem  Quer- 
schnitt ersetzen,  wie  später  gezeigt  wird. 

Bei  Berechnung  der  Verdrehungsbeanspruchungen  in  den  kreisförmigen  Quer- 
schnitten der  wirklichen  Welle  ist  der  zugehörige  wirkliche  Durchmesser  D in  Rechnung 
zu  setzen. 

Bisher  war  angenommen  worden,  dass  eine  rein  statische  Verdrehung  durch  äussere 
Kräfte  vorlag.  Die  Betrachtung  lässt  sich  aber  in  vollem  Umfange  auch  verallgemeinern 
für  folgenden  Fall  dynamischer  Beanspruchung.  Es  mögen  auf  einen  masselosen  gedachten 
elastischen  Stab  mit  beliebig  vielen  beliebig  verteilten  Massen  beliebig  viele  harmonisch 
wechselnde  Drehmomente  von  gleicher  Phase  und  gleicher  Periode  an  beliebigen  Stellen 
wirken,  herrührend  von  den  Kolbenkräften  der  einzelnen  Cylinder.  Die  Untersuchungen 
der  früheren  Bearbeiter  zeigen,  dass  unter  dem  Einfluss  solcher  äusserer  harmonischer  Dreh- 
kräfte erzwungene  harmonische  Schwingungen  von  der  gleichen  Periodenzahl  wie  die  der 
äusseren  Kräfte  entstehen.  Zu  unterscheiden  sind  die  Fälle  ohne  und  mit  dämpfenden 
Kräften.  Dem  2.  Falle  mit  Berücksichtigung  der  dämpfenden  Kräfte  sind  spätere  Ab- 
schnitte gewidmet.  In  diesem  Abschnitt  soll  ausdrücklich  jede  Art  von  Dämpfung  aus- 
geschlossen werden.  Dann  zeigt  sich,  dass  die  Ausschläge  a der  verschiedenen  Stellen 
sämtlich  von  gleicher  oder  entgegengesetzter  Phase  sind.  Da  sämtliche  Ausschläge  a sich 
harmonisch  ändern,  so  müssen  auch  die  zugehörigen  tangentialen  Trägheitskräfte  ebenfalls 
harmonisch  wechseln.  Schreibt  man  für  den  augenblicklichen  Ausschlag  an  einer  beliebigen 
mit  einer  Masse  behafteten  Stelle  a • sin  cot  = r • a ■ sin  cot,  worin  co  die  unveränderliche 
Winkelgeschwindigkeit  der  zu  dieser  Schwingung  gehörenden  Kreisbewegung  ist,  so  wird 
die  zugehörige  Trägheitskraft 

T - = m co  2 ■ a • sin  cot. 

Die  Reduktion  der  äusseren  Kräfte,  der  Massen  und  damit  der  Trägheitskräfte  soll 
wieder  auf  gleichen  Abstand  r von  der  Drehachse  vorgenommen  werden.  Desgleichen  sind 
auch  die  einzelnen  Wellenabschnitte  auf  elastisch  gleichwertige  Längenabschnitte  von 
gleichem  Durchmesser  zu  reduzieren. 

Bei  Inangriffnahme  der  Aufgabe  wird  zunächst  der  Schwingungsausschlag  a für 
das  eine  freie  Stabende  als  gegeben  angenommen.  Ausserdem  ist  für  diese  Stelle  die 
Tangente  an  die  Schwingungskurve  wagrecht  d.  h.  gleichlaufend  zur  unbelasteten  Stab- 
achse. Der  weitere  Verlauf  der  Schwingungskurve  ist  dann  eindeutig  festgelegt.  Wirkt 
z.  B.  am  freien  Ende  (Punkt  1)  eine  harmonische  Kraft  Pi,  so  ergibt  sich  die  Richtung 
der  Schwingungskurve  zwischen  1 und  2 durch  Ziehen  einer  Parallelen  zu  dem  der  Kraft 
Pi  zugeordneten  Polstrahl.  Damit  ist  der  Schwingungsausschlag  im  Punkt  2 und  dadurch, 
falls  dort  eine  Trägheitskraft  wirkt,  auch  diese  gegeben,  wodurch  sich  weiterhin  der  dazu 
gehörige  Polstrahl  und  die  Richtung  der  Schwingungskurve  zwischen  2 und  3 bestimmt. 
Und  so  fort. 
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War  der  Schwingungsausschlag  ai  für  das  eine  freie  Stabende  richtig  angenommen, 
so  muss,  da  Gleichgewicht  bestehen  soll,  die  Summe  aller  Momente  und  wegen  des  gleichen 
Halbmessers  r die  Summe  aller  tangentialen  Kräfte  Null  ergeben,  somit  die  Endtangente 
horizontal  sein.  Das  ist  natürlich  im  allgemeinen  nicht  der  Fall,  weshalb  es  notwendig 
wird,  ai  so  oft  anders  zu  wählen,  bis  die  Endtangente  genügend  genau  horizontal  wird. 
Man  ist  also  bei  diesem  Verfahren  auf  das  Probieren  angewiesen  und  die  Schnelligkeit  der 
Ermittlung  der  Schwingungsform  ist  wesentlich  vom  Zufall  abhängig. 

Es  gelingt  jedoch,  dieses  Verfahren  zweckmässig  in  folgender  Weise  nach  Fig.  1 
zu  vereinfachen. 


Hraffepo/yyon 


Figur  1 

Hier  ist  das  Kräftedreieck  für 
den  Punkt  1 und  die  Form  der 
Schwingungskurve  von  Querschnitt  1 
bis  Querschnitt  2,  wo  die  nächste 
Kraft  angreifen  möge,  eingezeichnet. 

Die  im  Punkt  1 angreifende  Kraft  sei#^ 
als  Trägheitskraft  Tj  gedacht.  Der 
Schwingungs- Ausschlag  des  Quer- 
schnitts 1 sei  angenommen  zu  aia 
aib  und  ajc  Dementsprechend  er- 
gibt sich  die  Trägheitskraft  zu  Ti  =mi  o)a  ai  a bezw.  zu  Iib  und  Tic  Nun  ist  nach  der 
Konstruktion  des  Seilpolygons  aus  dem  Kräftepolygon  ai  | a',  bi  b'  und  ci  c;.  Ebenso 
sind  Ai  Bi  und  BiCi  A'i  B'i  bezw.  B'i  C'i.  Das  heisst  aber:  die  beiden  Dreiecke 
S«b  Bl  Ai  und  OB'i  A'i  sind  ähnlich.  Das  Gleiche  ist  der  Fall  mit  den  Dreiecken  Sbc  Bi  Ci 
und  OB'iC'i. 

Ferner  besteht  die  Beziehung 

aia:aib:aH  = Tia  :Tib  : Tic  also  auch  (aift  — a i b ) : (a  1 b — aic)~(Tia— ' Tlb)  : (Tib— Tic) 


oder  Ai  Bi  : Bi  Ci  = A'i  B'i  : B'i  C'i 

Das  heisst  aber:  die  drei  Linien  ai,  bx  und  cx  schneiden  sich  in  einem  Punkte  S. 

Würde  man  im  Punkt  1 statt  der  Trägheitskraft  eine  gewöhnliche  harmonische 
Kraft  angreifen  lassen,  so  wäre  P^  =Plb=Pic  d.  h.  die  Punkte  A',  B'  und  C'  würden 
zusammenfallen.  In  diesem  Falle  müssten  die  Strecken  ai,  bi  und  ci  unter  sich  parallel 
sein,  d h.  ihr  gemeinsamer  Schnittpunkt  wäre  in  die  Unendlichkeit  gerückt. 

Wir  gehen  nun  wieder  auf  den  vorhergehenden  Fall  der  Trägheitskraft  im  Punkt  1 
zurück  und  lassen  beispielsweise  im  Punkt  2 eine  freie  harmonische  Kraft  P = A'i  A'2 
= B'i  B'2  — C'i  C'2  angreifen.  Wir  haben  dann  durch  die  Schnittpunkte  A2,  B2  und  C2 
der  Linien  ai,  bi  und  ci  mit  der  Vertikalen  durch  Punkt  2 Parallele  zu  O A'2  bezw.  O B'2 
und  O C'2  zu  ziehen.  Auch  hier  sind  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher  die  Dreiecke 
Qab  A 2 B 2 und  OA'2  B'2  ähnlich  und  ebenso  auch  die  Dreiecke  QbcB2C2  und  OB'2  C'2. 

Hier  gilt: 

K-ala):  (a  1 c a 1 b)  ~=  (a^  b a 2 a)  " (a  ^ e 3 ^ b)‘ 


Ferner  ist: 


A'2  B'2  = A'i  B'i  und  B'2  C'2  = B'i  C'i. 

Das  heisst  aber: 

A'2  B'2  : B'2  C'2  = Ar  Bi  : B1C1 
= A2  B2  : B2  C2. 

Folglich  schneiden  sich  wiederum  die  drei  Strecken  a„  b„  und  c„  in  einem  Punkte  Q. 
Hätte  man  in  Punkt  2 eine  Trägheitskraft  angreifen  lassen,  so  wäre  man  zum 
gleichen  Ergebnis  gelangt.  Geht  man  nun  von  Punkt  2 weiter  zu  Punkt  3,  4 u.  s.  fort, 
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so  ergibt  sich  überall  das  gleiche  Resultat;  denn  überall  sind  die  Vorbedingungen  die 
gleichen:  Gle  i c h m ässige  Abhängigkeit  der  Kräfte  P,  T von  den  ihnen  zugeordneten 
beliebig  gegebenen  Ausschlägen.  Auch  die  Berücksichtigung  etwaiger  dämpfender  Kräfte 
ändert  nichts  an  dem  Endergebnis;  denn  auch  sie  sind,  wie  später  gezeigt  wird,  linear 
abhängig  vom  Ausschlag  a. 


Wir  finden  also,  dass  bei  beliebig  angenommenen  Anfangs-Ausschlägen  ai,  die 
zwischen  zwei  Querschnitten  befindlichen  Seilstrahlen  sich  immer  in  einem  Punkte  schneiden. 
Dies  gilt  natürlich  auch  für  den  letzten  Seilstrahl,  die  Endtangente  der  Schwingungskurve. 
Von  dieser  wissen  wir  aber,  dass  sie  horizontal  sein  muss.  Hat  man  nun  in  einem  be- 
stimmten Fall  die  Schwingungskurve  für  zwei  ganz  beliebig  angenommene  Schwingungs- 
Ausschläge  aufgezeichnet,  so  braucht  man  nur  den  Schnitt  der  beiden  dazu  gehörigen 
aufzusuchen  und  durch  ihn  eine  Horizontale  zu  ziehen,  die  sofort  den  wirk- 
lichen Ausschlag  des  Endquerschnittes  lie- 


Endtangenten 


Fiyur  2 

Beisgre/  für  rf/t  fr/n////c//7ya4?r  e/cfyiainyi/n^sjbr/rj. 


Figur  3. 


jVuU/nie 


fert.  Nun  führt  man  die  Konstruktion  der 
Sfchwingungsform  von  rückwärts  durch, 
indem  man  mit  dem  Endquerschnitt  be- 
ginnt und  mit  der  horizontalen  Tangente 
beim  Anfangsquerschnitt  aufhört.  Als 
Kontrolle  für  die  Genauigkeit  der  Kon- 
struktion kann  man  dann  noch  die  schon 
genannte  Bedingung  benützen,  dass  die 
zwischen  zwei  Querschnitten  befindlichen 
Seilstrahlen  sich  immer  in  einem  Punkt 
schneiden  müssen.  Figur  2. 

Bemerkt  sei  noch,  dass  die  Ge- 
nauigkeit der  Konstruktion  nur  wenig 
abhängig  von  der  Annahme  des  ersten 
Schwingungsausschlages  ist,  sofern  nur 
diese  Annahmen  praktisch  denkbar  und 
genügend  von  einander  verschieden  sind. 
Hat  man  z.  B.  zwei  Annahmen  ai  und 

a 

aib  gemacht,  die  ziemlich  weit  ab- 
weichen vom  richtigen  Schwingungs- 
Ausschlag  ai  , so  werden  sich  bei 
grosser  Verschiedenheit  von  ai  *und  ai, 
die  entsprechenden  Endtangenten  unter 
einem  grossen  Winkel  schneiden,  also 
einen  scharfen  Schnitt  liefern.  Hat  man 
andererseits  absichtlich  zwei  nur  wenig 
von  einander  abweichende  Annahmen 
gemacht,  weil  man  den  wirklichen 
schon  annähernd  kennt,  so  schneiden  sich 
zwar  die  Endtangenten  unter  einem  spitzen  Winkel;  da  sie  aber 
beide  nur  wenig  von  der  Horizontalen  verschieden  sind,  so  ist 
der  Abstand  ihres  Schnittpunktes  von  der  Nullachse,  also  der 
Sch  wingungs- Ausschlag  des  Endquerschnittes  trotzdem  sehr  genau 
gegeben.  Figur  3. 


Schwingungsausschlag 
Endtangenten 
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Bestimmung  der  Eigenschwingungszahlen  eines  Systems. 

Dies  ist  die  weitaus  wichtigste  Aufgabe  bei  allen  Schwingungserscheinungen.  Sie 
lässt  sich  in  einfacher  Weise  auf  graphischem  Wege  lösen.  Befindet  sich  ein  den  reinen 
Verdrehungsschwingungen  unterworfener  reduzierter  Stab  im  Zustand  der  freien  Schwingung, 
so  stehen  alle  Momente  der  an  ihm  angreifenden  Trägheitskräfte  und  wegen  des  gleichen 
Hebelarms  r derselben  auch  die  Trägheitskräfte  selbst  im  Gleichgewicht.  Das  Gleiche  gilt 
für  jeden  Augenblick  auch  von  den  äusseren  harmonisch  wirkenden  Drehkräften.  Sieht 
man  von  den  äusseren  Kräften  ab,  so  sind  die  Schwingungsausschläge  der  einzelnen  Massen 
unbestimmt. 

Weiter  folgt  aber  auch,  dass  die  Schwingungsform,  abgesehen  von  ihrem 
Masstab,  vollständig  gegeben  ist.  Nimmt  man  also  den  Ausschlag  der  ersten  Masse 
beliebig  an,  so  muss  sich  für  die  Eigenschwingungszahlen  schliesslich  eine  horizontale 
Endtangente  ergeben.  Für  jede  andere  Schwingungszahl  wird  diese  Tangente  eine  bestimmte 
Neigung  gegen  die  Wagrechte  haben  und  im  Kräftepolygon  wird  ein  gewisser  Rest  R 
verbleiben,  den  man  sich  als  eine  an  der  letzten  Masse  wirkende  äussere  Kraft  vorstellen 
kann,  welche  mit  den  Trägheitskräften  des  ganzen  Systems  das  Gleichgewicht  herstellt. 
Führt  man  für  verschiedene  Schwingungszahlen  die  Konstruktion  der  Schwingungsform  für  einen 
beliebigen  aber  stets  gleichbleibenden  Anfangs-Ausschlag  für  die  Trägheitskräfte  allein 
durch  und  trägt  die  jeweiligen  Werte  R als  Funktion  von  n auf,  so  erhält  man  eine 
Kurve,  deren  Schnitte  mit  der  Nullinie  die  Eigenschwingungszahlen  des  Systems  darstellen. 
Es  könnte  dabei  scheinen,  als  ob  man  n recht  oft  verändern  müsste,  um  die  Kurve 
genügend  genau  aufzeichnen  zu  können,  zumal  da  die  Rn-Kurve  für  jedes  System  von 
besonderer  und  ziemlich  verwickelter  Form  ist.  Man  beachte  jedoch,  dass  von  der 
Rn-Kurve  nur  die  Schnitte  mit  der  Achse  interessieren  und  aus  der  Reihe  dieser  Schnitte 
ebenfalls  in  vielen  Fällen  nur  der,  welcher  der  niedrigsten  Eigenschwingungszahl  entspricht. 

Ferner  ist  für  n — 0 auch  R — 0 und  ausserdem  ist  für  diesen  Punkt  die 
Tangente  an  die  Kurve  horizontal,  wie  sich,  wie  folgt,  zeigen  lässt: 

Für  n — 0 ist  nämlich  die  Schwingungskurve  eine  gerade  Linie.  Ist  n nur 
wenig  von  Null  verschieden,  so  ist  sie  auch  bei  beliebig  vielen  Massen  ebenfalls  noch 
nahezu  eine  horizontale  Gerade.  Dabei  ist  R - X (m  co2  • a)  = co2  X (m  a)  wobei  a 
für  alle  Massen  gleich  gross  und  zwar  gleich  dem  angenommenen  Ausschlag  der  ersten 
Masse  ist.  Wir  erhalten  so  für  den  Anfang  der  Rn-Kurve  bei  kleinem  n die  Gleichung 
einer  Parabel,  die  in  ihrem  Scheitelpunkt 

R 0 und  ca2  — 0 

die  Nullinie  berührt. 

Ferner  kann  man  für  jede  Schwingungszahl,  für  die  man  die  Konstruktion  durchgeführt 
hat,  sofort  sagen,  in  welchem  Gebiet  der  Rn-Kurve  man  sich  befindet,  mit  anderen  Worten, 
ob  die  betreffende  Schwingungszahl  zwischen  Null  und  der  ersten  Eigenschwingungszahl  oder 
der  ersten  und  der  zweiten  Eigenschwingungszahl  u.  s.  f.  und  welcher  sie  näher  liegt. 

Addieren  sich  nämlich  im  Kräftepolygon  die  einzelnen  Trägheitskräfte  alle  zu 
einander,  so  kann  man  sicher  sagen,  dass  man  sich  im  ersten  ansteigenden  Ast  oa  der 
Kurve  befindet.  Figur  4 und  5. 

Kehrt  sich  dagegen  der  Richtungspfeil  der  Trägheitskräfte  um,  so  darf  man 
namentlich  dann,  wenn  R bereits  ziemlich  klein  ist  gegenüber  der  Summe  N aller  in  posi- 
tiver Richtung  wirkenden  Trägkeitskräfte,  sicher  annehmen,  dass  das  erste  Maximum  a 
bereits  überschritten  ist.  Ausserdem  weiss  man  auch  in  diesem  Falle,  dass  das  erste 


A 


figur  d. 
Verzeichnung  der  ft-n-/Surre\ 


Riga  r 5. 


d/e  eingeschriebenen  Zahlen 
geben  die  Reihenfolge  der 
donsiruhlion cn  an. 


draffegolygon. 
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Maximum  der  Rn-Kurve  sicherlich  kleiner  ist  als  N ist ; denn 
der  Wert  N nimmt,  solange  die  Anzahl  der  gleichgerichteten 
Trägheitskräfte  die  gleiche  bleibt  oder  mit  anderen  Worten, 
so  lange  der  Schnitt  der  Schwingungskurve  mit  der  Nullinie 
immer  zwischen  den  gleichen  Massen  erfolgt,  mit  steigender 
Tourenzahl  zu.  Diese  Voraussetzung  trifft  aber  in  allen  jenen 
Fällen  zu,  wo  es  sich  um  eine  oder  um  zwei  nahe  beisammen 
befindliche  grosse  und  um  eine  Anzahl  verhältnismässig  kleiner 
Massen  handelt.  Dies  kommt  vor  bei  allen  Mehrcylinder- 
Motoren  mit  Schwungrad-Dynamo  bezw.  Seilscheibe,  voraus- 
gesetzt, dass  in  diesen  beiden  Fällen  der  Abstand  zwischen 
Schwungrad  und  Dynamo  bezw.  Seilscheibe  nicht  zu  gross 
ist.  Hier  liegt  erfahrungsgemäss  der  Schnittpunkt,  der  bei  der 
ersten  Eigenschwingungszahl  auftritt,  zwischen  der  Masse  des 
letzten  Cylinders  und  der  nächstfolgenden  grösseren  Schwung- 
masse. 

Gehen  in  Figur  5 die  negativ 
gerichteten  Trägheitskräfte  bereits  über 
den  Nullpunkt  hinaus,  so  heisst  das, 
die  erste  Eigenschwingungszahl  ist  mit  der^ 
gewählten  Schwingungszahl  bereits  über- 
schritten. Verwandelt  sich  daun  für  eine 

weitere  Schwingungszahl  der  negative  Richtungspfeil  derTrägheits- 
kräfte  wieder  in  den  positiven,  so  lässt  das  mit  ziemlicher  Wahr- 
scheinlichkeit auf  die  Lasre  und  die  absolute  Grösse  des  2.  Maximums  schliessen.  Und  so  fort. 

Man  ist  also  in  der  Lage,  schon  aus  wenigen  Werten  R den  interessierenden  Ver- 
lauf der  Rn-Kurve  aufzuzeichnen.  Praktisch  verfährt  man,  wenn  man  es  mit  vielen  Massen  zu 
tun  hat,  folgendermassen : Man  schätzt  entweder  die  niedrigste  Eigenschwingungszahl 
oder  man  rechnet  sie  in  roher  Annäherung,  indem  man  alle  Massen  in  zwei  Hauptmassen 
vereinigt  denkt.  Dann  führt  man  für  diese  Schwingungszahl  die  Konstruktion  durch,  trägt  das 
daraus  angenähert  ermittelte  erste  Maximum  nach  Lage  und  Grösse  und  ebenso  den  Wert  R 
auf  und  verzeichnet  nun  nach  dem  Gefühle  den  ungefähren  Verlauf  der  Kurve.  Für  die 
Schwingungszahl,  welche  den  Schnittpunkt  mit  der  Nullinie  ergibt,  führt  man  dann  ebenfalls 
die  Konstruktion  durch  und  bekommt  mit  Hilfe  des  jetzt  erhaltenen  R eine  verbesserte 
Rn-Kurve,  die  meist  schon  mit  genügender  Sicherheit  die  genaue  Eigenschwingungszahl 
ergibt.  Andernfalls  wäre  das  gleiche  Verfahren  noch  einmal  anzuwenden. 

Will  man  die  höheren  Eigenschwingungszahlen  auch  noch  ermitteln,  so  verfährt 
man  in  der  gleichen  Weise  wie  bei  der  niedrigsten. 

Man  sieht  daraus,  dass  man  auch  bei  recht  verwickelten  Massensystemen  die 
interessierenden  Eigenschwingungszahlen  durch  meist  nur  zwei  bis  dreimaliges  Probieren 
rasch  und  genau  findet,  wie  man  an  dem  der  Praxis  entnommenen  Fall  der  Figur  4 
ersehen  kann. 

Für  sehr  viele  in  der  Praxis  vorkommenden  Fälle  sind  aber  noch  weitere  Verein- 
fachungen möglich.  Gesetzt,  man  habe  es  mit  einem  Motor  zu  tun,  bei  dem  man  eine 
kritische  Tourenzahl  in  der  Nähe  der  Betriebsumdrehzahl  ermittelt  hat.  Man  wird  dann 
Vorkehrungen  treffen,  um  sie  womöglich  aus  dem  Bereich  der  Betriebstourenzahl  zu  ent- 
fernen. Kommt  nun  einer  der  oben  für  die  Mehrzylindermotoren  genannten  Fälle  in  Be- 
tracht, so  wird  man,  da  man  an  der  Kurbelwelle  selbst  nur  schwer  eine  Aenderung 
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vornehmen  kann,  namentlich  versuchen,  durch  Aenderung  der  Länge  oder  des  Durch- 
messers des  zwischen  dem  letzten  Cylinder  und  dem  Schwungrad  bezw.  der  Dynamo  etc 
befindlichen  Wellenstückes  diese  kritische  Tourenzahl  zu  verlegen.  Hat  man  die  Resonanz- 
schwingungskurve für  das  System:  anfangend  vom  ersten  von  diesem  Wellen- 
stück am  weitesten  e n t fe r n t e n Cylinder  für  eine  bestimmte  Länge  li  und  einen  be- 
bestimmten Durchmesser  dx  für  verschiedene  Umdrehzahlen  aufgezeichnet,  so  kann  man 
sofort  die  dazu  gehörigen  Restwerte  für  irgendwelche  andere  Längen  und  Durchmesser 
angeben,  wenn  man  nur  im  Seilpolygon  die  letzte  reduzierte  Länge  den  veränderten  Ver- 
hältnissen entsprechend  einzeichnet.  Der  Schnitt  der  Vertikalen  durch  diesen  Punkt  mit 
dem  in  Betracht  kommenden  schon  eingezeichneten  Seilstrahl  liefert  sofort  den  veränderten 


a n — 1 -p  (a  n — 3.  n 


l'n,  n - 1 

ln,  n — lj 


eingetragen, 

fijur  6 


liefern  dann  die 


Ausschlag  an  und  damit  auch  die  Trägheitskraft  Tn  - mn  co2 

der  letzten  Masse.  Die  neuen  R-Werte  in  die  Rn-Kurve 
veränderte  Eigenschwingungszahl. 

Ganz  ähnlich  ist  zu  ver- 
fahren, wenn  man  nicht  nur  das  letzte, 
sondern  auch  noch  das  vorletzte  Wellen- 
stück ändert  Immer  ist  jedoch  bei 
der  Konstruktion  der  Schwingungs- 
form bei  dem  den  voraussichtlich  zu 
verändernden  Wellenstücken  entgegen- 
gesetzten Ende  anzufangen. 

Es  kann  auch  der  Fall  eintreten,  dass  man  z.  B.  durch  Aufsetzen  von  Schwung- 
gewichten alle  Massen  um  einen  bestimmten  gleichbleibenden  Prozentsatz  vermehrt.  Hier 
lässt  sich  die  gleiche  Schwingungskurve  und  der  gleiche  Rest  R verwenden.  Nur  gilt  jetzt 
die  schon  verzeichnete  Schwingungsform  nicht  mehr  für  die  ursprüngliche  Schwingungszahl, 
sondern  für  .eine  neue,  die  sich  ermittelt  aus  der  Bedingung: 


co : 


(mn  ~p  A n ) - ar 


CO, 


Dabei  ist  mn  irgendeine  Masse  des  Systems  und  An 
hinzugekommene  Anteil.  Man  erhält  also 


03  y 


00 


V 


m, 


m, 


T~  An 


der  zu  dieser  Masse  neu 


Demzufolge  bleibt  auch  die  Rn-Kurve  unverändert,  nur  ist  ihr  Masstab  für  die 
Schwingungszahlen  ein  anderer  geworden,  sodass  man  nun  an  Stelle  der  früheren  Eigen- 
schwingungszahl ne  jetzt 


\ rn  u -j-  A n 

erhält. 

Werden  zwar  die  Schwungmassen  der  einzelnen  Cylinder  verändert,  dagegen  z.  B. 
die  der  etwa  noch  vorhandenen  Schwungrad-Dynamo  unverändert  gelassen,  so  lässt  sich 
auch  noch  die  Aufzeichnung  einer  neuen  Schwingungsform  umgehen ; nur  hat  man  wieder 
mit  der  der  Dynamo  entgegengesetzten  Masse  anzufangen,  statt  des  Wertes  mn  co2  • an 
den  Wert  mn  • co2  • an  im  Kräftepolygon  einzutragen,  wodurch  sich  dann  die  neue  Rn-Kurve 
verzeichnen  lässt,  deren  Schwingungszahlen  aber  auch  in  dem  veränderten  Masstab  zu  messen  sind. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  weiter  die  Frage,  wie  sich  die  Eigenschwingungs- 
zahlen ändern,  wenn  man  alle  einzelnen  Wellenstücke  eines  Mehrcylinder-Motors  gleich- 
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massig  verstärkt  oder  verschwächt,  mit  anderen 
Worten,  wenn  alle  anderen  reduzierten  Längen 
gleichmässig  verändert  werden.  Dieser  Fall  tritt 
beim  Verlegen  der  kritischen  Tourenzahlen  für  neu 
zu  konstruierende  Motoren  namentlich  dann  ein, 
wenn  die  ausserhalb  des  Motors  liegenden  Wellen- 
stücke aus  irgend  welchen  Gründen  so  kurz  sind, 
dass  durch  eine  Aenderung  derselben  nicht  viel  zu 
erreichen  ist,  wodurch  man,  falls  man  die  Massen 
nicht  verändern  kann  oder  will,  auf  eine  und  zwar  aus  praktischen  Gründen  gleich- 
mässige  Aenderung  der  Durchmesser  der  Kurbel-  und  Wellenzapfen  angewiesen  ist. 
Auch  dann  lassen  sich  die  für  die  ursprüngliche  Welle  gezeichneten  Seilpolygone  samt 
Kräfteplänen  verwenden,  wie  an  Hand  der  Figur  7 gezeigt  werden  soll. 

Der  Anfangs-Ausschlag  a x möge  für  die  Wellen  w und  w'  der  gleiche  sein.  Nun 
fragt  es  sich,  ob  man  nicht  eine  Schwingungszahl  n ' so  bestimmen  kann,  dass  für  sie  die  Massen 
der  Welle  wt/  die  gleichen  Ausschläge  wie  die  Massen  der  Welle  w erhalten.  Das  ist 
möglich.  Nach  Figur  7 bestehen  nämlich  folgende  Beziehungen: 

1. )  (ai  — a2)  : I12  = mx  • co2  ■ ai  : H 

2. )  (ab  — a'2  ) : l'i2  = mi  • (co‘)2  • a'i  : H 

Da  nun  a\  gleich  ax  gemacht  wairde  und  ausserdem  a '2  gleich  a2  werden  soll,  so  ist 
a ^ a 2 = ei  1 a 2 — K 1 

Man  erhält  dann : 


1. )  Ki  • H = 1 12  ■ m ] • co  2 • a ! 

2. )  Ki  • H = l'i2  • mi  • (co')2  • ai  • 

Das  für  die  Schwingungszahl  n gezeichnete  Kräftepolygon  und  die  Schwingungsform 
gelten,  abgesehen  von  den  Abscissen  der  letzteren  und  der  Verzerrung  der  Kräfte  für 
eine  Schwingungszahl 

n'  ” I v« ' 

Man  könnte  freilich  noch  Bedenken  haben,  ob  die 
bleiben,  wenn  man  von  der  Masse  m ! auf  die  nachfolgenden  Massen 
wollen  die  Beziehungen  nur  noch  für  die  2.  Masse  anschreiben. 


Verhältnisse  die  gleichen 


übergeht. 


Wir 


Für  sie  gilt: 


1. )  (a2  — a3)  : 1 

2. )  (a'2  — a'3)  : 1 

3. )  (a2  — a3)  = 

Daraus  folgt: 

K2-H_ 
K2  • H = 


23  = [m  1 to  2 • a x -|-  m 2 co  2 • a 2]  : H 
.'23  = K (w')2  • ab  + m2  (co')2  a'2]  : H 
(a'2  — a'3)  = IC  2 


1 23  (m  1 a i — (—  m 2 a2) 
1'23  (m  1 a 1 -f-  m 2 a 2) 


co  2 und 
(co') 2 


Man  erhält  also  wieder  n' 


n 


23  / 1 12 

2.3  r 1 12 

Zu  beachten  ist,  dass  jetzt  die  unverändert  gebliebenen  Abscissen  der  Schwingungs- 
12_ 

12  1 , 

Statt  der  Restkraft  R würde  man  jetzt  R’  = R • erhalten,  welchen  Wert  wir 

1 12 

aber  gar  nicht  verzeichnen  wollen.  Wir  behalten  vielmehr  den  Restwert  R bei,  da  die 
alte  Rn-Kurve  die  Nullinie  in  den  gleichen  Punkten  schneidet  wie  die  verzerrte  oder 


kurve  in  der  Verzerrung  erscheinen. 

1 19 
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R'n-Kurve.  Die  Eigenschwingungszahlen  der  veränderten  Welle  ergeben  sich  jetzt  zu 

n'e  n e \!  \]2  aus  der  unverändert  gelassenen  R n-Kurve. 
r l'i2 


Auch  dann,  wenn  nicht  alle  Wellenstücke  sondern  nur  die  der  Kurbelwelle  ange- 
hörenden verändert  werden,  kann  man  sich  die  eben  abgeleitete  Beziehung  zu  Nutze 
machen.  Hat  man  zum  Beispiel  das  letzte  Wellenstück  1 n — i,n  unverändert  gelassen,  so  hat 


man  im  Kräftepolygon  statt  m „ co2  • an  den  Wert  mn  • (cn2 


12  \ 9 i 

) — m n • co 1 ■ a 

12 


einzutragen,  wodurch  man  eine  neue,  etwas  abweichende 
R n-Kurve  erhält;  ergeben  sich  aus  ihr  die  Eigenschwingungs- 
zahlen zu  nei  u.  s.  f.,  so  sind  die  der  veränderten  Welle  ent- 
sprechenden wirklichen  Werte: 

In 

/ 1 12  r 

/ — U.  S.  f. 


Für  die  unveränderte  Welle  erhält  man  nämlich  für  die  Masse  mn  in  der  Schwin 
gungskurve  den  Punkt  N.  Nun  ist  aber  die  Strecke  ln  verzerrt  d.  h.  gleich  1 
zuzeichnen,  wenn  die  gleiche  Schwingungskurve  für  die  neue  Welle  gelten  soll, 
also  statt  a„  der  Wert  a'n,  der  sich  aus  der  Figur  8 ergibt  zu  an  — i — (an  — an_i) 


*12 

n • w 0111- 
* 12 

Es  entsteht 
1]  2 • 
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Es  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  man  die  geschilderten  Verfahren  ebenfalls  ver- 
wenden kann,  wenn  man  an  das  eine  Wellenende  in  einem  bestimmten  Abstande  noch 
eine  neue  Masse  z.  B.  einen  zweiten  Läufer  hinzusetzt. 

Die  erörterten  Verfahren  erübrigen  aber  namentlich  für  eine  grosse  Reihe  von 
Fällen  überhaupt  die  Aufzeichnung  einer  Schwingungsform.  Am  besten  sieht  man  das  an 
einem  besonderen  Fall : Schwingungskurve,  Kräftepolygon,  und  Rn-Kurve  seien  für  einen 
bestimmten  Fall  bereits  verzeichnet  z.  B.  für  einen  Sechs- 
cylinder-Motor  mit  Schwungrad  und  Dynamo,  wobei  der 
Abstand  zwischen  Schwungrad  und  Dynamo  verhältnismässig 
kurz  sei.  Man  will  nun  für  einen  weiteren  Sechscylinder-Motor 
von  anderer  Bauart,  anderer  Leistung  und  namentlich  anderen 
Wellendimensionen,  der  statt  der  Dynamo  eine  Centrifugalpumpe 
ohne  Schwungrad  antreibt,  die  Eigenschwingungszahlen  er- 
mitteln (Figur  9).  Dieser  Fall  stellt  nichts  weiter  als  eine 

Kombination  der  bereits  besprochenen  Fälle  dar.  Haben  wir 

beim  ersten  Motor  die  Massen  mi,  m2 mr„  tns 

und  mu  und  die  reduzierten  Längen  112 los,  Isd  und 

für  den  zweiten  Motor  die  Massen  m'i,  m'2 m'ß,  tnz  und  die  reduzierten  Längen 

l'i2i 1'gz  > so  ergeben  sich  für  diesen  die  Eigenschwingungszahlen  folgendermassen : 

Statt  der  Schwingungszahl  ni,  für  welche  beim  Motor  I die  Konstruktion  durch- 
geführt wurde,  ergibt  sich  jetzt  die  Schwingungszahl 


n i 


n,  | 


mi 

m'i 


‘12 

1;12 


Der  Wert  XV  (m  co2  a) 

Statt  der  Trägheitskräfte  ms 


bleibt  unverändert. 


03 


ag  und  m 


CO' 


an  ist  in  das  Kräftepolygon 
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der  Wert  mz  ■ (co2 


co2  ■ az  einzutragen,  wodurch  man 


I12  • nix  1 12  mx 

1 12  • m'i  li2  m i 

die  Restkraft  R'x  erhält.  Den  Wert  az  erhält  man,  wenn  in  der  Schwingungskurve  die  zwischen 
6 und  S liegende  Seileckseite  soweit  verlängert  wird,  bis  sie  die  Vertikale  schneidet, 


welche  im  Abstande  l'ez  ■ von  Querschnitt  6 gezogen  wurde. 

1 12 

Man  sieht,  dass  sich  auf  diese  Weise  für  eine  grosse  Reihe  der  im  Motorenbau 
vorkommenden  Fälle  das  Aufzeichnen  der  Schwingungsform,  soweit  dieselbe  sich  auf  die 
Kurbelwelle  bezieht,  ersparen  lässt.  Ein  zahlenmässiges  Beispiel  für  diese  Art  der  Er- 
mittlung der  Eigenschwingungszahl  folgt  im  Anhang. 

Die  Konstruktion  der  Rn-Kurve  bietet  in  einem  besonderen  Falle  übrigens  noch 
einen  weiteren  Vorteil.  Greift  nämlich  die  erregende  äussere  Kraft  P am  einen  Ende  an, 
und  führt  man,  beginnend  beim  entgegengesetzten  Ende,  die  Ermittlung  der  Restkräfte  R 
für  mehrere  Schwingungszahlen  durch,  so  gibt  die  so  erhaltene  Rn-Kurve  ohne  weiteres  ein  Bild 
von  dem  Einfluss  der  äusseren  Kraft  P auf  die  Grösse  der  Schwingungssauschläge  bei 
verschiedenen  Schwingungszahlen.  Die  Ausschläge  sind  natürlich  am  grössten  bei  den  Eigen- 
schwingungszahlen und  am  kleinsten  dort,  wo  in  der  Rn-Kurve  ein  Maximum  oder  Minimum 
auftritt.  Wenn  es  sich  also  um  eine  Verlegung  der  Betriebstourenzahl  handelt,  um  sich 
von  der  kritischen  Tourenzahl  zu  entfernen,  so  bekommt  man  sofort  auch  aus  der  Rn-Kurve 
eine  Vorstellung,  wie  gross  etwa  die  nötig  werdende  Verlegung  sein  muss. 


Reduktion  der  Welle  auf  ein  in  elastischer  Beziehung 
gleichwertiges  Längenstück. 


Bis  jetzt  war  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass  der  Querschnitt  und  der 
Schubelastizitätsmodul  der  Welle  überall  gleich  gross  sei.  Beim  letzteren  wird  dies  wohl 
meistens  zutreffen,  nicht  dagegen  beim  ersteren.  Man  kann  jedoch  jeden  um  eine 
Achse  drehbaren  Stab  mit  beliebig  verschiedenen  Querschnitten  in  einen  um  die  gleiche 
Achse  drehbaren  Stab  von  gleichbleibendem  Trägheitsmoment  und  Schubelastizitätsmodul 
verwandeln,  wenn  man  die  Länge  desselben  so  wählt,  dass  die  Verdrehungen  beider  Stäbe 
unter  dem  Einfluss  gleicher  Kräftepaare  gleich  gross  ausfallen. 

Allgemein  gilt  dafür  die  Beziehung: 


^red 


Jred 

T’ 


wobei  J das  Trägheitsmoment  und  1 die  Länge  des  zu  reduzierenden  Stabes 


und  Jre(i  bezw.  lred  die  entsprechenden  Grössen  für  den  reduzierten  Stab  darstellen. 

Besondere  Beachtung  verdienen  die  Wellen  stücke,  die  innerhalb  der 
Nabe  eines  aufgekeilten  Schwungrades,  Dynamoankers  etc.  liegen.  Ueber  ihr 
elastisches  Verhalten  entscheidet  am  besten  ein  Verdrehungsversuch  oder  ein  Vergleich  an 
Hand  der  experimentell  ermittelten  kritischen  Tourenzahlen.  Schon  Gümbel  fand,  dass  solche 
Wellenstücke  als  starr  anzusehen  sind,  was  sich  vollständig  mit  den  vom  Verfasser  ge- 
fundenen Ergebnissen  deckt.  Natürlich  ist  Voraussetzung,  dass  die  Nabe  stramm  aufgezogen 
ist  oder  dass  der  Keil  wirklich  gut  sitzt. 

Am  nachfolgenden  Beispiel  ist  besonders  auffallend  dieser  Einfluss  der  Starrheit 
der  Naben  zu  erkennen. 


Ein  400  PSe.-Zweicylinder-Dieselmotor  mit  Schwungrad  und  Seilscheibe  diente 
zum  Antrieb  einer  Transmission.  Bei  ungefähr  140  Touren  war  ein  heftiges  Schwingen 
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der  Seile  bemerkbar;  ausserdem  ergab  sich  mit  Hilfe  des  Tachographen  ein  Ungleich- 
förmigkeitsgrad gemessen  in  der  Nähe  der  Seilscheibe  von  nur  1/30  statt  des  rechnerisch 
zu  erwartenden  von  1/100.  Es  wurde  zwar  versucht,  die  Eigenschwingungszahl  experimentell 
zu  ermitteln,  jedoch  zeigte  sich  schon  bei  n = 143  Touren  ein  so  ausserordentlich  heftiges 
Schwingen  der  Seile,  dass  mit  Rücksicht  auf  die  Betriebssicherheit  nicht  darüber  hinaus- 
gegangen wurde.  Vom  Verfasser  wurde  die  Berechnung  der  kritischen  Tourenzahlen 
durchgeführt: 

a)  Für  den  Fall,  dass  die  innerhalb  der  beiden  Naben  befindlichen  Wellenstücke 
an  der  Verdrehung  vollständig  (bis  Nabenmitte)  teilnehmen. 

b)  Für  den  Fall,  dass  dieselben  als  absolut  starr  anzusehen  sind. 

Im  Falle  a ergab  sich  als  niedrigste  Eigenschwingungszahl  ne  260  und  damit 
eine  kritische  Tourenzahl  von  n 130,  im  Falle  b dagegen  eine  Eigenschwingungszahl 
von  ne  = 291  und  eine  kritische  Tourenzahl  von  n 144,5. 

Der  Fall  ist  namentlich  insofern  beweiskräftig,  als  hier  andere  später  noch 
zu  besprechende  Einflüsse  wie  z.  B.  das  Kurbelgetriebe  ganz  ausser  Betracht  kamen,  da 
die  an  den  Schwingungen  teilnehmende  Masse  eines  Zylinders  nur  0,77  % derjenigen  des 
Schwungrades  und  die  reduzierte  Länge  zwischen  beiden  Cylindern  nur  3,7  °/o  der  Länge 
zwischen  Schwungrad  und  Seilscheibe  bei  unstarren  Naben  bezw.  4,6  °/o  bei  starren  Naben 
betrug,  während  die  reduzierte  Länge  zwischen  Zylinder  II  und  Schwungrad  sich  zu  10,5  °/o 
bei  unstarren  Naben  ergab. 

Von  Wichtigkeit  ist  weiterhin  das  Verhalten  der  Kupplungen.  Starre  Kupplungen 
kann  man,  genaue  Werkstattarbeit  vorausgesetzt,  als  ein  mit  der  Welle  zusammengehöriges 
Ganzes  betrachten.  Für  die  meisten  anderen  Fälle  trifft  dies  auch  noch  genügend  genau 
zu.  Ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  ein  Verdrehen  der  beiden  Kupplungshälften  sich  durch 
Knarren,  sowie  auch  durch  Erwärmen  bemerkbar  macht.  Diese  Erscheinungen  treten  hier 
aber  erst  dann  auf,  wenn  die  verdrehenden  harmonischen  Kräfte  so  gross  werden,  dass 
sie  die  Reibung,  die  durch  den  Anpressungsdruck  hervorgerufen  wird,  überwinden. 

Die  Hauptschwierigkeit  bei  der  Reduktion  bieten  die  verschiedenen  Kröpfungen 
der  Kurbelwelle.  Bei  den  vor  dem  Auftauchen  der  Verbrennungsmotoren  hauptsächlich 
in  Betracht  kommenden  Schiffs  wellen  mit  Dampfmaschinen- Antrieb  war  die  Kurbelwelle 
im  Vergleich  zur  ganzen  Wellenlänge  verhältnismässig  sehr  kurz,  weshalb  eine  genaue 
Berücksichtigung,  derselben  nicht  nötig  war.  In  neuerer  Zeit  haben  sich  aber  auch  bei 
stationären  Motoren  sogar  in  solchen  Fällen,  wo  die  Welle  fast 
nur  aus  Kurbelkröpfungen  besteht,  weil  die  zugehörige  Schwung- 
rad-Dynamo so  nahe  wie  irgend  möglich  an  den  Motor  heran- 
gerückt wurde,  gefährliche  Schwingungszahlen  ergeben.  Eine 
eingehende  Untersuchung  des  Verhaltens  der  einzelnen  Kurbel- 
kröpfungen war  daher  unbedingt  nötig. 

Zunächst  ist  zu  beachten,  dass  die  einzelnen  Teile 
der  Kröpfung  nicht  nur  Verdrehungen,  sondern  auch  Ver- 
biegungen und  Verschiebungen  erleiden,  deren  Berücksichtigung, 
wie  sich  später  zeigen  wird,  von  wesentlichem  Einfluss  ist. 

Im  Unklaren  ist  man  zunächst  namentlich  darüber,  was 
als  in  Betracht  kommende  Länge  und  Breite  des  Kurbel- 
schenkels einzusetzen  ist.  Siehe  Figur  10. 

Ausserdem  zeigt  sich,  worauf  schon  Professor  Föppl 
aufmerksam  gemacht  hat,  dass  der  Auflagerdruck,  der  in  den 
Wellenlagern  beim  Hindurchleiten  eines  Drehmomentes  entsteht 


f/pur  -/O. 
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und  der  die  Gesamtverdrehung  der  Kröpfung  wesentlich  beeinflusst,  in  hohem  Masse  vom 
Spiel  in  diesen  Lagern  abhängen  kann.  Es  könnte  demnach  scheinen,  als  ob  eine 
rechnerische  Ermittlung  der  reduzierten  Länge  einer  Kurbelkröpfung  zu  unsicher  wäre. 
Aus  diesem  Grunde  wurde  vorgeschlagen,  die  Verdrehung  für  jeden  einzelnen  Fall  experimentell 
zu  bestimmen  entweder  an  der  wirklichen  Welle  selbst  oder  an  einem  passend  gewählten 
Modell.  Soll  aber  der  Versuch  an  einem  Modell  ein  brauchbares  Resultat  liefern,  so 
müssen  nicht  nur  alle  Dimensionen  im  richtigen  Verhältnis  verkleinert  werden,  sondern 
es  muss  noch  für  genau  die  gleiche  Lagerung  also  insbesondere  für  ein  verhältnismässig 
gleiches  Spiel  wie  bei  der  wirklichen  Welle  gesorgt  werden. 

Die  Vornahme  solcher  Versuche  wäre  aber  für  die  Praxis  entschieden  zu  um- 
ständlich, zeitraubend  und  kostspielig. 

Schlägt  man  den  anderen  Weg  ein,  indem  man  die  Verdrehung  an  der  in 
Betracht  kommenden  Welle  selbst  misst,  so  wird  man  nur  dann  zu  wirklich  zuverlässigen 
Resultaten  gelangen,  wenn  man  sie  an  der  bereits  in  den  eingeschabten  Lagern  fertig 
montierten  Welle  bestimmt.  Dieser  letztere  Weg  ist  aber  in  den  meisten  Fällen  in  der 
Praxis  untunlich,  sei  es  nun  aus  Konstruktions-  oder  aus  Montage-Rücksichten.  Ausserdem 
ist  es  unter  allen  Umständen  wünschenswert,  dass  man  schon  bei  der  Konstruktion  der 
Welle  in  der  Lage  sei,  die  kritischen  Tourenzahlen  genügend  genau  zu  kennen,  um  sie 
durch  irgendwelche,  später  noch  eingehend  zu  besprechende  Massnahmen,  rechtzeitig  ver- 
legen zu  können. 

Es  ist  endlich  noch  ein  dritter  Weg  vorhanden  zur  experimentellen  Ermittelung  der 
reduzierten  Länge  von  Kurbelkröpfungen.  Man  bestimmt  durch  Versuch  die  verschiedenen 
kritischen  Tourenzahlen  und  ermittelt  aus  ihnen  rückwärts  durch  Probieren  mit  Hilfe  der 
Rn-Kurve  die  reduzierten  Längen.  Kommt  ausser  den  Kurbelkröpfungen  nur  noch  eine 
Wellenlänge  in  Frage,  so  wird  man  sehr  rasch  und  genau  die  wirkliche  reduzierte  Länge 
ermitteln  können,  wenn  man  die  ■oben  abgeleiteten  Beziehungen  über  die  Aenderung  der 
Restkräfte  R bei  gleichmässiger  Veränderung  der  einzelnen  Wellenlängen  benützt. 

Diese  Art  der  experimentellen  Bestimmung  hat  insbesondere  den  Vorteil,  dass  sie 
nicht  die  geringsten  Umstände,  Kosten  und  Zeitverluste  verursacht.  Bei  ihr  ist  es  klar, 
dass  die  erhaltenen  reduzierten  Längen  wirklich  die  sind,  welche  bei  der  Durchrechnung 
einzusetzen  sind. 

Bei  einem  an  einer  ruhenden  Welle  vorgenommenen  Verdrehungsversuch  ist  dies 
dagegen  nicht  ohne  weiteres  offenbar,  denn  es  wäre  denkbar,  dass  die  rasch  rotierende 
Welle  wegen  des  Spiels  in  den  Lagern,  wegen  der  schon  erfolgten  Abnützung  der  Zapfen 
und  insbesondere  der  Lager,  wegen  der  Art  der  Schmierung,  der  durch  die  Erwärmung 
aufgetretenen  Ausdehnung  u.  s.  f.  sich  unter  dem  Einfluss  des  gleichen  Drehmomentes  anders 
verdrehen  würde  wie  die  ruhende  noch  nicht  eingelaufene  Welle.  Allerdings  ist  ein  statischer 
Verdrehungsversuch  insofern  von  grosser  Wichtigkeit,  weil  er  gerade  zeigt,  ob  wirklich 
ein  solches  verschiedenartiges  Verhalten  vorhanden  ist  und  weil  er  ferner  die  reduzierte 
Länge  auf  einem  von  dem  vorigen  gänzlich  verschiedenen  Weg  zu  ermitteln  gestattet.  Soll 
die  experimentelle  Bestimmung  mit  Hilfe  der  kritischen  Tourenzahlen  genügend  genaue 
Werte  liefern,  so  ist  erforderlich,  dass  der  Einfluss  der  Kröpfungen  gegenüber  den  kreis- 
runden Wellenteilen  weit  überwiegt.  Es  kommen  also  nur  solche  Motoren  in  Frage,  die 
aus  möglichst  vielen  Kröpfungen  und  einem  sich  daran  anschliessenden  ganz  kurzen 
Wellenstummel  bestehen,  also  namentlich  Sechs-  und  Achtcylinder-Motoren  mit  direkt 
angebauter  Schwungrad- Dynamo. 
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Diese  Ermittlung  der  reduzierten  Länge  der  Kurbelkröpfung  aus  den  kritischen 
Tourenzahlen  wurde  vom  Verfasser  für  eine  Reihe  von  Dieselmotoren  durchgeführt.  Die 
Anzahl  der  Kröpfungen  betrug  3,  5,  7 und  8 ; die  Tourenzahl  der  einzelnen  Motoren 
schwankte  zwischen  150  und  460;  das  Hubverhältnis  s/d  zwischen  1,0  und  1,5;  bei  einigen 
Kurbelwellen  waren  die  Schenkel  mehr  oder  weniger  abgeschrägt;  bei  einigen  waren  auch 
Gegengewichte  angebracht. 

Ausserdem  wurde  noch  gemeinschaftlich  mit  Herrn  Dr.  Mangold  die  Verdrehung 
einer  Welle,  die  bereits  in  ihren  Lagern  fertig  montiert  war,  experimentell  bestimmt.  Sie 
besass  zwei  kleine  Kröpfungen  für  zwei  Luftpumpen  und  sechs  grössere  für  die  Haupt- 
cylinder.  Besonders  günstig  war  es  für  den  Versuch,  dass  man  bei  diesem  Motor  zu 
jedem  beliebigen  Kurbelschenkel  ohne  Abmontieren  irgendwelcher  Teile  gelangen  konnte. 
Das  Drehmoment  wurde  eingeleitet  mit  Hilfe  eines  doppelarmigen  Hebels,  der  am  ersten 
Schenkel  des  zweiten  Hauptcylinders  befestigt  wurde  und  an  dessen  einem  Ende  ein  be- 
stimmtes Gewicht  wirkte,  während  das  andere  Ende  auf  eine  Dezimalwage  drückte.  Auf 
der  entgegengesetzten  Seite  war  ein  gleicher  Hebel  auf  dem  Kupplungsflansch  befestigt. 
Auf  das  eine  Ende  desselben  wirkte  wieder  ein  Gewicht,  auf  das  andere  eine  Federwage. 
Der  Verdrehung  selbst  wurde  mit  Hilfe  eines  Fernrohres  an  einem  Masstabe  gemessen, 
der  an  einem  3125  mm  langen  senkrecht  stehenden  Zeiger  befestigt  war.  Die  Versuche 
erstreckten  sich,  um  den  Einfluss  der  Reibung  infolge  des  Eigengewichts  der  Welle  mög- 
lichst genau  feststellen  zu  können,  auf  rechts  und  auf  links  drehende  Momente.  Da  es 
durch  die  gegebene  Anordnung  möglich  war,  sowohl  das  eingeleitete  wie  das  abgeleitete 
Moment  genau  zu  bestimmen,  so  war  überdies  auch  dadurch  ein  Weg  zur  Bestimmung 
des  Reibungsmomentes  gegeben.  Der  Versuch  wurde  nur  durchgeführt  mit  gleichen  Ge- 
wichten, die  aber  so  bemessen  wurden,  dass  eine  möglichst  grosse  Verdrehung  erreicht 
wurde,  ohne  etwa  der  Elastizitätsgrenze  nahe  zu  kommen. 

Es  ergab  sich  bei  allen  Versuchen: 

Eingeleitetes  Drehmoment : 2244  mkg 

Abgeleitetes  ,,  2215  ,, 

Unterschied  ,,  29  ,, 

Dieser  sehr  geringe  Unterschied  von  nicht  ganz  1,3  °/o  ist  auf  die  Rechnung  der 
Reibung  infolge  des  Eigengewichts  der  Welle  zu  setzen.  Ist  nun  die  Reibung  in  allen 
Lagern  gleich  gross,  nimmt  also  das  Reibungsmoment  linear  zu,  so  kann  man  der 

29 

Rechnung  ein  Drehmoment  von  2215  -J-  „ ==  2230  mkg  zu  Grunde  legen.  Der  Aus- 
schlag des  Zeigers  schwankte  zwischen  38,2  und  38,1  mm  bei  dreimal  wiederholter  Be- 
lastung mit  darauffolgender  vollständiger  Entlastung.  Daraus  ermittelte  sich  die 

reduzierte  Länge  zu  324  cm.  In  Betracht  kamen  dabei  ausser  den  Wellenzapfen  und  dem 
Kupplungsflansch  9 Schenkel  und  5 Kurbelzapfen. 

An  einer  zweiten  Welle  mit  genau  den  gleichen  Massen  wurde  dann  mit  Hilfe  der 
kritischen  Tourenzahlen  diese  reduzierte  Länge  zu  ca.  325  cm  ermittelt.  Wie  man  sieht, 
ist  der  Unterschied  praktisch  gleich  Null,  jedenfalls  ist  die  vorhandene  Differenz  schon 
deswegen  ohne  Bedeutung,  weil  es  nicht  möglich  ist,  bei  einer  nur  aus  Kurbelkröpfungen 
bestehenden  Welle  die  kritischen  Tourenzahlen  durch  das  Gehör  mit  Sicherheit  genauer 
als  auf  2°/o  zu  bestimmen. 

Jedenfalls  erkennt  man  aus  dem  Vergleich  der  beiden  Werte,  dass  das  Spiel, 
die  Abnützung  und  die  anderen  obengenannten  Umstände  nicht  von  grosser  Bedeutung 
sein  können. 
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Nachdem  nun  eine  Reihe  von  experimentell  auf  verschiedene  Weise  ermittelten 
Werten  für  die  reduzierten  Längen  von  Kurbelkröpfungen  Vorlagen,  wurde  versucht,  die- 
selben auch  rein  rechnerisch  zu  bestimmen.  Es  handelt  sich  um  die  Frage,  wie 
verdreht  und  verbiegt  sich  eine  Kurbelkröpfung  unter  dem  Einfluss  eines  Drehmomentes. 
Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden : 


1. )  Die  Wellenzapfen  haben  soviel  Spiel  in  den  Lagern,  dass  durch 
dieselben  kein  Druck  auf  die  Welle  übertragen  werden  kann. 

2. )  Die  Wellenzapfen  haben  kein  Spiel  in  den  Lagern. 

Der  erstere  Fall  ist  einfach  zu  behandeln. 


In  Figur  11  ist  die  ausgezogen  gezeichnete  Kurbelwelle  in  den 
Punkten  1 und  7 gelagert.  Für  die  Wellenstücke  12  und  67  ergibt  sich 
die  Verdrehung  ohne  weiteres  nach  den  gewöhnlichen  P'ormeln  der 
Festigkeitslehre.  Die  beiden  Kurbelschenkel  erleiden  eine  doppelte  Form- 
änderung. Durch  das  eingeleitete  Drehmoment  Mo  werden  sie  zunächst 
um  die  Achse  17  verdreht.  Wir  haben  nun  die  Länge  eines  Wellen- 
stückes, das  den  Querschnitt,  auf  welchen  reduziert  werden  soll,  besitz^ 
so  zu  bestimmen,  dass  seine  Verdrehung  unter  dem  Einfluss  eines 
Momentes  Mo  gleich  ist  der  Verdrehung  des  Kurbelschenkels,  wobei 
natürlich  für  beide  Fälle  die  Verdrehung  im  gleichen  Abstande  R von 
der  Drehachse  zu  messen  ist.  Im  Folgenden  soll  allgemein  als  Abstand  R 
der  Kurbelradius  angenommen  werden. 


Man  erhält  also  nachstehende  Beziehung: 

M Q ß b2  — J—  l2  , , 32  Mc 

G ' ’ ' b3  ■ ' h — lred  ' ji  ' G (d4  — 


do) 


Dabei  ist  G der  Schubelastizitätsmodul,  d der  äussere,  d0  der 
innere  Durchmesser  des  Kreisring-Querschnittes,  auf  den  reduziert  werden 
soll.  Ein  Kreisring-Querschnitt  wurde  deswegen  zu  Grunde  gelegt,  weil 
es  sich  häufig  empfiehlt  auf  den  Wellenzapfen-Querschnitt  zu  reduzieren 
und  dieser  Querschnitt  in  den  meisten  in  Betracht  kommenden  Fällen 
kreisringförmig  ist. 


F/gur  //. 


Die  reduzierte  Länge  für  die  Torsion  des  Kurbelschenkels  ergibt  sich  zu 

b2-fi2 


lre<äi  = 0,352  h ■ (d4  — d4) 


b3  l3 


Zweifelhaft  ist  hier  nur,  was  man  als  Länge  1 anzusehen  hat.  Siehe  Figur  10. 
Jedoch  ist  zu  beachten,  dass  jedenfalls  die  über  die  Mitte  Kurbelzapfen  bezw.  Wellenzapfen 
hinausragenden  Teile  des  Schenkels  durch  die  Torsion  sicherlich  nur  gering  beansprucht 
werden,  dass  häufig  genug  Abschrägungen  oder  auch  kegelförmige  Abdrehungen  b b 
und  grössere  Bohrungen  Vorkommen,  die  sich  rechnerisch  nicht  berücksichtigen  lassen. 
Diesen  Einflüssen  soll  aber  dadurch  Rechnung  getragen  werden,  dass  man  als  Querschnitts- 
länge nur  1 = Kurbelradius  R einsetzt. 

Durch  das  Moment  M0  wird  der  Schenkel  nicht  nur  verdreht,  sondern  auch 
verbogen.  Diese  Verbiegung  f beeinflusst,  wie  aus  F"igur  11  ersichtlich,  die  Gesamtver- 
drehung der  Kröpfung  und  ist  also  ebenfalls  zu  berücksichtigen.  Man  erhält  dafür  ähnlich 
wie  im  vorigen  Falle  folgende  Beziehung: 

M0  • R2  • 12  t 32  M0  • R 
F • b3  • h reds  7i  G • (d4  — d4) 
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Daraus  ergibt  sich  die  reduzierte  Länge  für  die  Verbiegung  des  Kurbelschenkels  zu 

d4  — dj 

lred,  = 0,455-  b3  -h-  • R- 

Auch  hier  ist  vorausgesetzt,  dass  als  Länge  des  Kurbelschenkels  der  Kurbelradius 

einzusetzen  ist.  Dies  genügt  auch,  wie  die  gute  Uebereinstimmung  der  Rechnungswerte 

mit  den  Versuchsresultaten  gezeigt  hat.  Als  Breite  wird  man  in  solchen  bällen,  wo  sich 
die  maximale  Breite  auf  eine  Länge  angenähert  gleich  dem  Kurbelradius  erstreckt,  diese 
annehmen ; für  Fälle,  wie  in  Figur  10,  wo  diese  nur  sehr  kurz  ist,  wird  man  jedoch  eine 
zu  schätzende  mittlere  Breite  b zu  Grunde  legen.  Auch  hier  machen  sich  die  schon  bei 
der  Torsion  der  Schenkel  genannten  Einflüsse  störend  bemerkbar. 

Nun  kommen  wir  zum  Verhalten  des  Kurbelzapfens.  Aus  der  Ueberlegung,  dass 
ein  Momentenvektor  ein  völlig  freier  Vektor  ist,  erkennt  man,  dass  der  Kurbelzapfen  durch 
das  gleiche  Drehmoment  verdreht  wird,  das  die  Torsion  des  Wellenzapfens  herbeiführt 
Erfolgt  aber  eine  solche  Verdrehung,  so  müssen  sich  die  Kurbel- 
schenkel, wie  in  Figur  12  angegeben  ist,  gegenseitig  verdrehen,  was 

nur  möglich  ist,  wenn  sich  die  Welle  in  ihren  Lagern  schief  einstellen 

kann,  wie  es  dort  gezeichnet  wurde.  Da  aber  infolge  der 
schiefen  Einstellung  die  Kurbelschenkel  um  ihre  senkrecht  zur  Wellen- 
achse stehende  Hauptsymmetrieachse  verdreht  würden,  da  ferner 
von  aussen,  das  heisst  von  den  Lagern  nach  Voraussetzung  keine 
Kräfte  einwirken  sollen,  die  diese  Verdrehung  bewerkstelligen  könnten, 
so  muss  sich  der  Kurbelzapfen  parallel  zu  den  Wellenzapfen  einstellen, 
wie  bereits  in  Figur  11  angegeben.  Der  Anteil  der  Verdrehung 
des  Kurbelzapfens  an  der  Gesamtverdrehung  der  Kröpfung  um  die  Wellenmittellinie  ist 
hier  durch  die  Strecke  Rfl“  gegeben,  wobei  wieder  R der  Kurbelradius  ist,  an  welchem 
die  Verdrehung  gemessen  werden  soll.  Wie  aus  Figur  11  ersichtlich,  ist  R9-  — nfl>i. 
Dabei  ist  O'i  der  Winkel,  um  den  die  beiden  Endquerschnitte  des  Kurbelzapfens  verdreht 
werden,  n lässt  sich  aus  der  Bedingung  ermitteln,  dass  die  beiden  Dreiecke  76  S und 
45  S im  Grundriss  der  Figur  11  ähnlich  sind.  Ist  die  Entfernung  67  — w,  die  Entfernung 

2 

45  — z und  R der  Kurbelradius,  so  ist  n = R • , • $1.  Darnach  ermittelt  sich  die 

w — [ z 


Figur  12. 


reduzierte  Länge  des  Kurbelzapfens  zu 

lred3  a 


Z 

w — (—  z 


d4  — d^ 
(d7)4  — (d'0)4 


Dabei  ist  a die  Länge  des  Kurbelzapfens,  d'  der  äussere  und  d'Q  der  innere  Durchmesser 
des  Kurbelzapfens. 

Für  den  Fall,  dass  der  Kurbelzapfen-Querschnitt  gleich  dem  als  Reduktions- 
Querschnitt  angenommenen  Wellenzapfen-Querschnitt  ist  und  dass  w = o ist,  wird  lred  a, 
das  heisst  der  Kurbelzapfen  ist  genau  so  zu  behandeln  wie  der  Wellenzapfen. 

Statt  des  zweiten  Falles,  dass  die  W ellenzapfen  kein  Spiel  im  Lager  haben,  wollen 
wir  gleich  den  allgemeinen  Fall  behandeln,  dass  von  den  Lagern  Kräfte  oder  auch  Momente 
auf  die  Welle  übertragen  werden,  die  ein  Schrägstellen  oder  auch  ein  Ausbiegen  derselben 
verhindern.  Nur  Kräfte  treten  auf,  wenn  die  Lager  verhältnismässig  kurz  sind  und  ziemlich 
Spiel  haben;  es  werden  dann  die  einzelnen  Wellenstücke  zwar  nicht  völlig  an  der  Schief- 
stellung im  Lager  gehindert,  wohl  aber  müssen  von  den  Aussenlagern  Kräfte  auf  die  Welle 
einwirken,  die  sie  soweit  verbiegen,  dass  die  Wellenmittellinie  wieder  durch  die  Lagermitten 
geht.  Siehe  Figur  11:  Lager  0 und  8.  Momente  treten  dann  auf,  wenn  die  Lager  so 
lang  sind  und  so  wenig  Spiel  haben,  dass  ein  Schiefstellen  ganz  oder  teilweise  verhindert 
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wird.  Praktisch  kommt  natürlich  beides  auf  das  Gleiche  hinaus:  auf  ein  auf  die  Welle 
übertragenes  Moment  und  eine  gleichzeitig  damit  wirkende  Kraft. 

Wir  nehmen  zunächst  nun  an,  dass  die  Lager  so  lang  seien,  dass  ein 
merkliches  Schiefstellen  überhaupt  nicht  eintreten  kann.  In  diesem  Fall 
genügt  es  eine  einzige  Kurbelkröpfung  zu  untersuchen. 

Die  nachfolgende  Betrachtung  ist  zum  Teile  einem  von  Herrn  Professor  Föppl 
an  die  Maschinenfabrik  Augsburg  erstatteten  Gutachten  entnommen.  In  jedem  Lager  wird 

bei  der  in  Figur  13  in  axonometrischer  Ansicht  gezeich- 
neten Welle  eine  Kraft  A und  ein  Moment  Mi  übertragen. 
.Aus  der  Gleichgewichtsbedingung  folgt,  dass  A in  beiden 
Lagern  gleich  gross  ist.  Auch  das  Moment  Mi  ist  beider- 
seits gleich  gross,  wie  aus  einer  Symmetrie-Betrachtung 
folgt.  Man  denke  sich  nämlich  die  ganze  Figur  im 
Raume  um  die  Symmetrieachse  yy  und  um  zwei  Rechte 
verdreht,  sodass  sie  wieder  in  die  gleiche  Lage  kommt, 
abgesehen  davon,  dass  beide  Lager  miteinander  vertauscht  sind.  Bei  dieser  Wendung 
ändert  sich  der  Pfeil  von  Mx  nicht ; er  muss  daher  auch  schon  vorher  gleich  gewesen 
sein  (im  Gegensatz  zu  A,  das  beiderseits  verschieden  ist). 

Die  beiden  Auflagerkräfte  A bilden  am  ganzen  Körper  ein  Kräftepaar  miteinander, 
dessen  Moment  gleich  2 Mi  sein  muss,  um  Gleichgewicht  gegen  Drehen  um  die  Achse  yy 
herzustellen.  Mi  ist  daher  gleich  der  Einzelkraft  A multipliziert  mit  dem  Abstande  ihres 
Angriffspunktes  von  der  Symmetrieachse  yy,  oder  mit  anderen  Worten:  Die  Piinzel- 
kraft  A und  das  Moment  Mi  kann  für  jedes  Lager  auch  zu  einer  einzigen  Re- 
sultierenden von  der  Grösse  A zusammen  gefasst  werden,  deren  Angriffspunkt 
aber  dann  auf  der  Symmetrieachse  liegt.  Natürlich  hat  diese  Resultierende  nur  die  Bedeutung 
einer  Rechnungsgrösse,  da  sie  an  der  genannten  Stelle  in  Wirklichkeit  nicht  angreifen 
kann,  sondern  physikalisch  durch  das  Zusammenwirken  der  Einzelkraft  A und  des 
Momentes  Mx  ersetzt  werden  muss. 


Daraus  ergibt  sich  auch,  dass  der  Kurbelzapfen  ff  8 in  der  Mitte  nicht  auf  Biegung 
sondern  nur  auf  Torsion  beansprucht  ist  und  dass  er  im  übrigen  durch  die  Biegung  S förmig 
gekrümmt  wird.  Man  hat  die  elastische  Formänderung  zu  untersuchen,  die  unter  dem 
Einfluss  der  in  der  Symmetrieachse  angreifend  gedachten  Kraft  A und  des  eingeleiteten 
Drehmomentes  an  der  Kurbelkröpfung  vollzogen  wird.  Da  vorausgesetzt  wurde,  dass  ein 
merkliches  Schiefstellen  der  Welle  in  den  Lagern  nicht  eintreten  kann,  und  da  ferner  aus 
der  Symmetriebetrachtung  folgt,  dass  die  Mitte  p der  Kröpfung  sich  nicht  senkrecht  zur 
Kröpfungsebene  verschieben  kann,  so  muss  die  Gesamtverschiebung  v der  Kröpfung  gleich 
Null  sein. 

Diese  Gesamtverschiebung  v setzt  sich  zusammen  aus  der  Verdrehung,  Ver- 
biegung und  Verschiebung  des  Kurbelzapfens  und  der  beiden  Schenkel.  Nebenbei  bemerkt, 
kann  man  die  ganze  Betrachtung  auch  aus  der  Figur  11  ableiten.  Man  denke  sich  nämlich 
die  zunächst  nur  in  Punkt  1 und  7 gelagerte  Welle  durch  ein  Moment  M0  verdreht,  wo- 
durch sie  die  ausgezogen  gezeichnete  Gestalt  annimmt.  Nun  lässt  man  zum  Beispiel 
durch  zwei  Aussenlager  zwei  Kiäfte  P von  solcher  Grösse  ein  wirken,  dass  die  Punkte  2 
und  6 soweit  verschoben  werden,  dass  sie  auf  die  geradlinige  Verbindungslinie  1 — 7 zu 
liegen  kommen.  Durch  Aussenlager  ist  dies  dann  angenähert  möglich,  wenn  die  Lager 
1 bezw.  7 nahezu  mit  den  Punkten  2 bezw.  6 der  noch  unverdrehten  Welle  zusammen 
fallen.  Das  tritt  aber  in  der  Praxis  insofern  ein,  als  die  Wellenlager  stets  bis  an  die 
Kurbelkröpfung  heranreichen. 
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Aber  auch  dann,  wenn  ein  Spiel 
am  Lagerende  vorhanden  ist,  wird  die 
Annahme,  dass  die  Verschiebung  v dort 
Null  ist,  noch  genügend  genau  zutreffen. 

Aus  der  Figur  14  ersieht  man,  dass 

jedenfalls  der  Biegungspfeil  f der  elastischen  Linie  der  Welle 
sehr  klein  sein  muss.  Für  praktisch  vorkommende  Fälle  ist 
sicher  nicht  grösser  als  1/ioo  mm,  wie  man  aus  der 
Durchbiegung  findet,  wenn  man  annimmt,  dass 
(Lagermitte)  in  Spitzen  gelagert  sei.  Er  würde  natürlich  nocn  geringer 


in 
er 

graphischen 


die  Welle 

Er  würde  natürlich  noch 
wenn  man  statt  der  Lagerung  in  2 Punkten  die  wirkliche  in  einer  ganzen 
Anzahl  von  Punkten  annehmen  würde.  Anders  wäre  dagegen  die  Sachlage, 
wenn  ein  Lager  seiner  ganzen  Länge  nach  Spiel-  hätte.  Von  diesem 
Falle  kann  man  dagegen  wohl  absehen,  da  ein  gut  eingeschabtes, 
richtig  montiertes  Lager  doch  unter  allen  Umständen  wenigstens  in  einem 
Punkte  tragen  wird. 

Bringt  man  in  den  Aussenlagern  je  eine  solche  Kraft  P an,  so 
entsteht  die  Figur  15.  Natürlich  kann  man  sich  hier  jederzeit  die 
Kräfte  A i und  P zu  einer  einzigen  Resultierenden  A,  welche  in  der 
Symmetrieachse  der  Kröpfung  angreift,  vereinigt  denken,  wodurch  man 
wieder  auf  Betrachtungsweise  von  Föppl  zurückkom  nt. 

Jedenfalls  ist  es  klar,  dass  kein  grösserer  Unterschied  in  der 
Rechnung  auftreten  wdrd,  ob  man  nun  annimmt,  dass  jedds  Lager  ausser 
einer  Kraft  ein  Moment  übertragen  kann,  oder  ob  man  mehrere  Lager 
zu  Grunde  legt,  die  nur  Kräfte  übertragen  können.  Darauf  kommt  es 


Punkt  II  noch 
im  allgemeinen 
Ermittlung  der 
in  2 Punkten 
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aber  gerade 


an;  denn  hätte  man  mit  verschiedenen  grossen  Ver- 
v der  Punkte  2 und  6 bei  jeder  einzelnen  Kurbelkröpfung  zu 


Schiebungen 

rechnen,  so  wäre  die  Bestimmung  der  reduzierten  Längen  der  Kröpfungen 
auf  rechnerischem  Wege  überhaupt  unmöglich,  da  diese  Verschiebungen 
dann  mehr  oder  weniger  vom  Zufall  abhängig  w'aren.  Ausserdem  ist  wohl 
zu  beachten,  dass  dann  infolge  der  Abnützung  von  Zapfen  und  Lager 
allmählich  im  Betriebe  eine  Höherlegung  der  kritischen  Tourenzahlen  ein- 
treten  müsste.  Eine  solche  ist  aber  bis  jetzt  wenigstens  noch  nirgends 
beobachtet  w'orden.  Freilich  wird  die  Abnützung  auch  dann  noch  von 
Einfluss  auf  die  kritischen  Tourenzahlen  sein,  wenn  das  Lager  nur  in  einem 
Punkte  zu  tragen  braucht.  Da  aber  anfangs  die  Lager  gewöhnlich  recht  gleich- 
mässig  also  auf  einer  ganzen  Fläche  tragen,  so  muss  die  Abnützung  schon  sehr  weit  vor- 
geschritten sein,  wenn  sie  in  unbelastetem  Zustande  nicht  einmal  mehr  in  einem  einzigen 
Punkte  tragen  sollen.  (Dass  die  kritischen  Tourenzahlen  nicht  sinken,  sondern  steigen, 
ergibt  sich  aus  den  weiter  unten  folgenden  Gleichungen  über  die  Reduktion  der 
Kurbelkröpfung.) 


Nun  können  wir  zu  der  Aufstellung  der  Gl  eichung  für  die  Gesamtformänderung 
schreiten.  Da  alle  vorkommenden  Längen  im  Vergleich  zu  den  dazu  gehörigen  Quer- 
dimensioneu  recht  kurz  sind,  so  v'ird  es  von  vornherein  zweckmässig  sein,  auch  die 
Formänderung  infolge  der  Schubkräfte  in  Rechnung  zu  ziehen.  Die  Beziehung  für 
die  Verschiebung  bezogen  auf  eine  ganze  Kröpfung  (beide  Schenkel  und  der  Kurbel- 
zapfen) lautet : 
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b3  • h 

~12 P 


v 


I 


G • b • h 


A ■ 1 — 


II 


C • A •.  (a  + h)2  1 
G - 2 

~m 


A ■ a3  x-  A • a . M0  — A ■ 1 
~T2EJ~  G^FKz  + G - J p 

IV  V VI 

Hier  ist  © das  Trägheitsmoment  des  Schenkel-Querschnittes  also  der  Ausdruck 
wobei  b die  mittlere  Breite  und  h die  Dicke  des  Schenkels  seien,  1 ist  die 


in  Betracht  kommende  Schenkellänge ; a gibt  die  Länge  des  Kurbelzapfens  an ; die 
Konstante  C ist  eine  Abkürzung  für  den  Ausdruck 

c — 36  ALP 
bs  • h» 


J ist  das  achsiale  und  Jp  das  polare  Trägheitsmoment  des  Kurbelzapfen-Querschnittes,  der 
durch  F KZ  wiedergegeben  ist. 

x endlich  ist  eine  bei  der  Lehre  von  den  Schubspannungen  vorkommende  Zahl, 
die  das  Verhältnis  zwischen  dem  Werte  der  Schubspannung  r in  der  Ouerschnittsmitte  zu 
dem  Durchschnittswerte  Tm  angibt. 

Sie  ergibt  sich  aus  der  Beziehung: 


x = 


2-  dF 
V2 


wobei  F die  Querschnittsfläche  und  V die  Scherkraft  ist.  In  unserem  Falle  handelt  es 
sich  um  2 Querschnitte,  den  rechteckigen  der  Schenkel,  für  den  x = 1,2  gefunden  wurde 
und  den  Kreisring-Querschnitt  des  Zapfens.  Für  diesen  Querschnitt  wurde  x nicht  be- 
sonders bestimmt,  weil  dies  nur  jnöglich  wäre  auf  Grund  gewisser  Annahmen;  jedoch  erscheint 
es  für  den  vorliegenden  Fall  völlig  zulässig,  auch  für  den  Kreis-Querschnitt  x = 1,2  zu  setzen; 
denn  viel  wird  das  richtige  x doch  nicht  von  diesem  Wert  abweichen  und  ausserdem  ergibt 
sich,  dass  die  Verschiebung  des  Kurbelzapfens  ohnehin  nur  eine  untergeordnete  Rolle 
spielt.  Sie  macht  im  Ganzen  nur  ungefähr  1 bis  2 Prozent  der  gesamten  reduzierten 
Länge  aus,  ein  etwaiger  Unterschied  in  x kommt  also  kaum  zur  Geltung. 

Nun  handelt  es  sich  darum,  die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  der  oben  ange- 
führten Gleichung  zu  erläutern: 

Glied  I gibt  jenen  Anteil  an  der  Verschiebung  an,  der  von  der  Biegung  beider 
Kurbelschenkel  herrührt.  Das  Glied  II  rührt  von  der  Verschiebung  und  das 
Glied  III  von  der  Torsion  der  beiden  Schenkel  her. 

Das  Glied  IV  stammt  von  der  B i e g un  g,  das  Glied  V von  der  V e rs  ch  i e b un  g 
und  das  Glied  VI  von  der  Torsion  des  Kurbelzapfens  her.  Zu  beachten  ist,  dass 
der  Einfluss  von  A immer  dem  Einfluss  des  Momentes  M0  entgegenwirkt,  wie  man 
aus  der  Figur  15  erkennt. 

Ist  nun  die  Gesamtverschiebung  v gleich  Null,  so  ergibt  sich  sofort  aus  der 
Gleichung  die  Einzelkraft  A zu 


M, 


A 


E0 


al 

GJ„ 


!13  2,4  1 

ite©  + Gbir 

wenn  wir  E = 2,0  G setzen, 


+ 


C (a  -)-  h)2  1 
2 G 


a3 

12  EJ 


1,2a 

GFkz 


aD 

GJ,, 


oder. 


M, 


l.2 

2,6  0 


al 

Jp 


0,256  -j- 


2,4  1 , (a  + h)2 


b h 


+ 


C 


Damit  ist  es  möglich  A,  zu  berechnen. 


31,1  J 


1,2a 

FKz 


al2' 

Jp 
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Ist  aber  einmal  A bekannt,  so  lässt  sich  auch  die  reduzierte  Länge  der 
Kurbelkröpfung  finden.  Man  ermittelt  jede  Formänderung  jedes  Gliedes  für  sich, 
sieht  zu,  welchen  Anteil  zur  Gesamtverdrehung  sie  liefert  und  bestimmt  die  Länge  eines 
Wellenstückes,  dessen  Durchmesser  der  Reduktionsdurchmesser  ist,  sodass  für  dieses 
unter  dem  Einfluss  eines  Momentes  M0  die  gleiche  Verdrehung  (gemessen  im  Längen- 
mass)  resultiert. 

Zweckmässig  ist  es,  die  Formänderung  infolge  des  Momentes  von  der  durch 
die  Einzelkraft  A zu  trennen. 

1.  Formänderung  durch  das  Moment  Mo. 

Hier  können  wir  ohne  weiteres  die  Formeln  übernehmen,  die  wir  für  den  Fall  1 
(Welle  in  2 Punkten  gelagert)  abgeleitet  haben.  Wir  erhalten  also: 

a)  Verdrehung  des  Kurbelschenkels: 

Iredx  = + 0,352  • h - (d4  - do4)  ' 

b)  Verbiegung  des  Kurbelschenkels: 

• lred2  = + 0,455  • (db437hd°  J)  R- 


Für  Kurbelschenkel  nach  Figur  10  gelten  natürlich  wieder  die  gleichen  Be- 
merkungen. 

c)  Verdrehung  des  Kurbelzapfens: 

Da  die  beiden  Punkte  2 und  6 der  Figur  11  der  Voraussetzung  gemäss  auf  die 
Wellenmittellinie  1,7  fallen  sollen,  so  addiert  sich  die  Verdrehung  des  Kurbelzapfens 
vollständig  zur  Verdrehung  der  gesamten  Kröpfung  um  die  Achse  17.  Es  ist  also: 

d4  — d04 
red3  “ ~ra  ' (d')4—  d'0)4 

2.  Formänderung  durch  die  Einzelkraft  A. 

. a.  Biegung  des  Kurbelzapfens. 

Für  den  ganzen  Kurbelzapfen  erhält  man: 


A ■ a3  • 64  32 

E • 8 ■ (d'4  — d'o4)  Ti  3 16,14  Ti 

a3  (d4  — d04) 

. R(d'4  — d'o4)  ' 


M0-  R 
(d4  -do4)'  G 


oder 


1 red , 


+ 0,0628 


Hiebei  ist  d'  der  äussere  und  d'o  der  innere  oder  Lochdurchmesser  des  Kurbel- 
zapfens. R ist  der  Kurbelradius  der  reduzierten  Welle  und  r derjenige  der  zu  redu- 


zierenden Welle,  sodass  Mq  = Ptang-  • r • und  A 


— k ’ Ptang  


Mo 


• k ist,  wobei  k sich 


mit  Hilfe  der  Gleichung  auf  Seite  22  unten  ergibt. 

Sind  R und  r gleich  und  ist  dasselbe  mit  dem  Querschnitt  des  Kurbelzapfens 
und  dem  der  reduzierten  Welle  der  Fall,  so  vereinfacht  sich  die  Formel  zu: 

Led 4=  +0,0312  • k ■ a p 
4 r • R 

b)  Verschiebung  des  Kurbelzapfens: 


x • a 

A j , 

32 

Mo  • R 

G • 

Fkz  red5 

71 

(d4  — do4)-  G 

1,2  wird 

also 

Led  5 

= -h  0,118  ■ 

k • 

(d4  — d04 ) 

a 5-- 
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c)  Torsion  des  Kurbelzapfens. 

Dieselbe  erfolgt  durch  die  in  der  Wellenmittellinie  angreifende  Resultierende  A 
also  durch  das  Moment  Ar,  das  gleich  kM0  ist.  Es  ergibt  sich  darnach  die  reduzierte 


Länge  zu 


1 rede 


k • a 


r 

IT 


d4  — d«,4 


(d')4-(d'0)4 
d)  Biegung  eines  Kurbelschenkels: 

Aus  der  Beziehung : 

32  M0  • R 

71 


A • r3  • 12 

3 E - b3  • h — red7 


(d< 


d40)‘  G 


ergibt  sich 


1 red  7 


e)  Verschiebung  eines  Kurbelschenkels.  Aus: 
A • x • r 1 32  M0  • R 

G • b ■ h = reci8  ' V ' 

erhält  man 


red  i 


+ 0,118  • k 


(d4 

d4  - 


b • h • R • r 

Dabei  ist  1 die  in  Betracht  zu  ziehende  Länge  des  Kurbelschenkels.  Ist  1 = r, 
so  entsteht : 


1 red  o = + 0,118  • k • 


d4  d( 


b - h ■ R 

f)  Verdrehung  eines  Ku  rb  el  s c henke  1 s um  seine  zur  Wellenachse  senkrecht 
stehende  Hauptsymmetrieachse.  Bezüglich  dieser  Formänderung  verhält  sich  der  Kurbel- 
schenkel wohl  nicht  auf  die  Länge  r sondern  schätzungsweise  nur  ungefähr  auf  die  Länge 
r — 2/ äd  elastisch.  Es  besteht  die  Beziehung: 


A(a  + h)2  ■ C • (r  — 2/3  d) 
2 G 


32 


1 red  ^ ' 


M0  • R 


7i  (d4  — d4)  G 


also 


C 


1 rede 


0,049  • k • (a  + h)2  • ^(d4 
K 


dS) 


. 2 


/ 3 d 


Zur  zahlenmässigen  Ausrechnung  lassen  sich  die  Formeln  noch  etwas  einfacher 


gestalten.  Setzt  man 


A = 


Je 

0 


q und  — = X so  entsteht : 

Mo  ■ 1 |o,385  + -^ 


0,2561 2 + 0,2  b2  + 0,15  V+V(a+h)2+*  . + 0,15 


-(d2+d02)  + X ■ I2 

q q 


Für  die  vom  Momente  Mo  herrührenden  Längen  erhält  man: 

a)  Verdrehung  beider  Schenkel: 

b2  -4- 12 

1^  + 7,17-h.  Jp.Jjj- 

b)  Verbiegung  beider  Schenkel: 

12  ■ + 0,773  • q • R 

c)  V erdrehung  des  ganzen  Kurbelzapfens : 

1 3 — -f"  ä 

Für  die  von  der  Kraft  A herrührenden  Längen  ergibt  sich: 
a)  Biegung  des  ganzen  Kurbelzapfens : 

4 -f  0,0628  • ka  • A2 
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b)  Verschiebung  des  ganzen  Kurbelzapfens : 
1 5 ='.H-  1,202  • k • X 


Jp 


Fkz  • 1 


c)  Torsion  des  ganzen  Kurbelzapfens : 

16  = — k • a 

d)  Biegung  beider  Schenkel : 

17=  + 0,773  • k • 1 • q 

e)  Verschiebung  beider  Schenkel: 

k-  Jp 


2,405  ■ 


b • h • R 


f)  Verdrehung  beider  Schenkel: 

1,  - + k(a  + h)>- 

Zu  beachten  ist,  dass  in  dieser  vereinfachten  Form  die  Formeln  nur  dann  gelten, 
wenn  R r lund  die  Querschnitts-Abmessungen  des  Kurbel- und  Wellenzapfens  gleich  sind. 

Es  ist  nun  noch  zu  entscheiden,  ob  die  reduzierten  Längen,  die  infolge  des  Ein- 
flusses von  A hereinkommen,  einen  positiven  oder  negativen  Beitrag  zur  gesamten 
reduzierten  Länge  der  Kröpfung  liefern.  Der  Klarheit  halber  führen  wir  die  Untersuchung 
nicht  nur  mit  der  Resultierenden  A durch,  sondern  gehen  auch  auf  die  in  den  beiden  als 
Punkte  gedachten  Lagern  7 und  8 wirklich  angreifenden  Kräfte  A t und  P zurück  und 
sehen  zu,  ob  und  in  welcher  Richtung  eine  Verdrehung  des  Querschnitts  7 gegen 
Querschnitt  4 erfolgt.  Querschnitt  4 ändert  seine  Lage  nicht,  wie  man  schon  aus 
Symmetriegründen  erkennen  kann;  es  erfolgt  nur  eine  Drehung  dieses  Querschnittes 
senkrecht  zur  Wellenachse.  Das  Moment  bewirkt  bei  der  in  Figur  15  eingezeichneten 
Richtung  eine  Verdrehung  des  Querschnittes  7 gegen  Querschnitt  4 um  die  Wellenachse 
im  Uhrzeigersinne. 

1.  Biegung  des  Kurbelzapfens. 

Das  aus  den  beiden  Momenten  für  Ax  und  P resultierende  Moment  bewirkt 
bei  unveränderter  Neigung  der  Tangente  an  die  elastische  Linie  im  Punkte  5 ein  Wandern 
dieses  Punktes  nach  rechts  also  im  Uhrzeigersinn,  wie  man  auch  und  zwar  hier  einfacher 
an  Hand  der  Resultierenden  A erkennt;  also  ist: 

lred4  positiv. 

2.  Verschiebung  des  Kurbelzapfens. 

Die  Resultierende  aus  Ax  und  P bewirkt  ebenfalls  ein  Wandern  des  Punktes  5 
nach  rechts,  also  ist  auch : 

lrea5  positiv. 

(A4  ist  natürlich  immer  grösser  als  P). 

3.  Torsion  des  Kurbelzapfens  durch  das  Drehmoment  (Aj. — P)  • R.  Dieses 
Moment  dreht  entgegengesetzt  Mo;  folglich  ist 

Fed  g negativ. 

4.  Biegung  des  Kurbelschenkels : 

Bei  unveränderter  Neigung  der  Tangente  an  die  elastische  Linie  und  der  Lage 
für  Punkt  6 erfolgt  ein  Wandern  des  Punktes  5 nach  rechts,  wie  man  wieder  einfacher 
mit  Hilfe  der  Resultierenden  A erkennt. 

Lea 7 ist  demnach  positiv. 

5.  Verschiebung  des  Kurbelschenkels: 

Auch  hier  erkennt  man  am  einfachsten  an  Hand  der  Kraft  A,  dass 
lyedg  positiv  ist. 


6.  Verdrehung  des  Kurbelschenkels  um  seine  zur  Wellenachse  senkrecht  stehende 
Hauptsymmetrieachse. 

Denkt  man  sich  hier  die  Kraft  A angreifend  und  den  Kurbelschenkel  in  Punkt  6 
festgehalten,  so  entsteht  ein  Wandern  des  Punktes  4 nach  links  oder  bei  festgehaltenem 
Punkt  4 ein  Wandern  von  5 nach  rechts. 

lred9  ist  als°  positiv. 

In  den  vorher  angegebenen  Gleichungen  sind  die  verschiedenen  Vorzeichen  gleich  richtig 
angegeben  worden. 

Nun  soll  für  zwei  extreme  Fälle  die  Rechnung  durchgeführt  werden : 


I. 


Für  den  Motor  I,  für  den  auch  der 
Verdrehungsversuch  gemacht  wurde.  Sein 
Hubverhältnis  ist  1 : 1,5.  Siehe  Figur  16! 

Die  Abschrägungen  und  kegel 
förmigen  Abdrehungen  am  Kurbelschenkel, 
ferner  die  Abrundungen  der  Zapfen  u.  s.  f. 
sollen  nicht  berücksichtigt  werden.  Als 
Schenkellänge  wird  der  Kurbelradius  ange- 
nommen, als  Breite  die  hier  auf  eine  lange 
Strecke  konstante  grösste  Schenkelbreite. 
Dann  wird : 

© — 10,85  • 10 8 cm*,  J = 3,405  - 10 3, 


pgurlö. 


Jp  = 6,81  • 108;  d*  — d4--=(d.')*-(d'0)*  = 6,8  • 10* 


^ M0-  22,5  ■ 1,765 

~ (1,3  + 1,35  + 14,65  + 0,34  + 0,695  + 7,0)  • 10* 
A = 0,0158  M0 


oder 


(Masse  in  kg  und  cm.) 


Die  Ordnung  der  einzelnen  Summanden  ist  die  gleiche,  wie  in  der  Formel  auf 
Seite  22.  Für  den  Koeffizienten  k erhält  man  also  0,355.  Als  Reduktions-Querschnitt 
wird  der  Kurbel-  oder  Wellenzapfen-Querschnitt  gewählt.  Die  Reduktion  soll  durchgeführt 
werden  für  ein  von  Mitte  Wellenzapfen  bis  Mitte  Wellenzapfen  reichendes  Stück, 
a)  Reduzierte  Längen,  die  von  dem  Moment  Mo  herrühren 
10  — 17,6  Wellenzapfenlänge  (Verdrehung) 
h = 2,1  beide  Schenkel  (Verdrehung) 

L = 10,7  „ „ (Verbiegung) 

l:j  = 19,6  Kurbelzapfen 

15ÖÖ 

|3.)  Reduzierte  Längen,  die  von  der  Resultierenden  A herrühren: 

14  -(-0,335  Kurbelzapfen  (Biegung) 

15  -(-0,693  Kurbelzapfen  (Verschiebung) 

17  -(—  3,91  beide  Schenkel  (Biegung) 

1 8 -f-  1,355  ,,  ,,  (Verschiebung) 

lo  - -f  14,4  „ ,,  (Verdrehung) 

1 g — 6,95  Kurbelzapfen  (Verdrehung) 

Durch  die  Kraft  A allein  erhält  man  demnach  20,75  — 6,95  = 13,8. 

Im  Ganzen  erhält  man  also  als  reduzierte  Länge  einer  Kröpfung 

lred  — 63,8  cm. 
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Bei  der  Messung  waren  4^/2  Kröpfungen  verdreht  worden;  die  reduzierte 
Länge  des  über  die  erste  Kröpfung  gegen  die  Luftpumpenseite  hinausliegenden  Stückes 
war  9,8  cm,  das  über  die  letzte  Kröpfung  bis  zum  Kupplungsflansch  reichende  Stück 
betrug  14,52  cm,  Man  erhält  so  als  reduzierte  Länge  einer  Kröpfung,  gemessen  durch 
den  Verdrehungsversuch 


i>a=324-(14  52  + 9j)  = 664 

4,0 


Man  sieht,  dass  das  rechnerisch  ermittelte  Resultat  ziemlich  gut  damit  über- 
einstimmt. Eine  völlige  Uebereinstimmung  kann  aus  einer  grösseren  Anzahl  von 
Gründen  nicht  angenommen  werden.  Insbesondere  ist  daran  zu  erinnern,  dass  man 
inbezug  auf  die  elastische  Länge  der  Kurbelsehenkel  und  des  Kurbelzapfens  auf 
Schätzungen  angewiesen  ist.  Immerhin  dürfte  die  befriedigende  Uebereinstimmung 
zwischen  Rechnung  und  Versuch  genügend  zeigen,  dass  unsere  Annahme,  dass  die  Ver- 
schiebung v annähernd  gleich  Null  ist,  von  der  Wirklichkeit  nicht  bedeutend  abweichen 
kann.  Ebenso  ist  damit  bewiesen,  dass  die  früher  genannten  Einflüsse  wie  ein  etwaiges 
Spiel  in  den  Lagern,  ungleichmässiges  Verhalten  der  einzelnen  Lager,  Abnützung,  Oel- 
schicht  etc.  nicht  von  besonderer  Bedeutung  sein  können.  Man  erkennt  dies  namentlich 
auch  daran,  dass  alle  diese  Einflüsse  sich  nur  bei  den  reduzierten  Längen,  die  von  der 
resultierenden  Einzelkraft  A herrühren,  bemerkbar  machen  können;  da  aber  die  Summe 
dieser  Längen  nur  verhältnismässig  klein  ist  im  Vergleich  zur  Summe  der  vom 
Moment  Mo  herrührenden  Längen,  so  ändert  sich  demzufolge  der  Gesamtwert  der 
reduzierten  Länge  einer  Kröpfung  nicht  viel,  wenn  eine  kleine  Verschiebung  v tatsächlich 
vorhanden  ist. 


II. 

Der  zweite  Fall  soll  für  eine  Welle 
durchgeführt  werden  mit  einem  Hubver- 
hältnis s/d  = l. 

Die  Beanspruchungen,  Lagerdrücke, 
Reibungsarbeit,  Tourenzahl  waren  annähernd 
die  gleichen  wie  beim  vorigen  Motor.  Die 
reduzierte  Länge  der  Kröpfung  wurde  mit 
Hilfe  der  kritischen  Tourenzahlen  für  eine 
grosse  Anzahl  verschiedener  Fälle  unter 
Berücksichtigung  der  Dämpfung  zu 
ca.  85  cm  gefunden.  Figur  17. 

Für  diesen  Fall  wird  : 


f/g'i/r  /7. 

ffurbe/frröpfuny für  Motor  I. 


J =0,9  • 104;  +,  = 1,8 -10  + d4  — d04  -----  18,4  • 104 

h 2 1 p 2 1 QQ 

0 = 2,25  - 10 4 ; C = 3,6  b3^p  FKZ  = 2,66  102 


Als  Breite  wurde  nicht  die  sich  nur  auf  eine  kurze  Länge  erstreckende  grösste 
Breite,  sondern  eine  mittlere  Breite  bm  = 30  cm  angenommen. 

Man  erhält  für  die  Resultierende : 


A 


M0  20(0,385  + 1,74) 


(1,025  + 1,8  + 21,6  + 0,88  + 1,42  + 6,96)  • 102 
folglich  wird  k 0,252. 

Man  sieht,  dass  wie  im  vorigen  Fall  der  Hauptanteil  des  Zählers  von  dem  Glied 


a2  1 


und  der  Hauptanteil  des  Nenners  von  den  beiden  Gliedern  C.  und 
) v * J p 


stammt. 


Der  Reduktions-Querschnitt  soll  auch  hier  wieder  der  Wellenzapfen-Querschnitt  sein. 

Reduzierte  Längen,  die  vorn  Moment  Mo  herrühren. 

10  — 25,0  cm  Wellenzapfen 

Q : 7,8  ,,  beide  Schenkel  (Verdrehung) 

Q:- 12,42  „ „ „ (Verbiegung) 

13 1 -28,0  ,,  Kurbelzapfen. 

73,22 

Reduzierte  Längen,  die  von  der  Resultierenden  herriihren  : 

14  -(-0,87  Kurbelzapfen  (Biegung) 

15  - -f  1,44  „ (Verschiebung) 

17  -f-3,14  beide  Schenkel  (Biegung) 

18  -(-1,83  beide  Schenkel  (Verschiebung) 

19  =-(-13,2  ,,  „ (Verdrehung) 

K —7,07  Kurbelzapfen  (Verdrehung) 

Durch  die  Kraft  A allein  erhält  man: 

20,48  — 7,05  = 13,4  cm. 

Im  Ganzen  ergibt  sich  demnach  als  reduzierte  Länge 

lred  — 86,62  cm. 

In  beiden  extremen  Fällen  sehen  wir,  dass  der  Hauptanteil  der  A-Glieder 
von  der  Verdrehung  der  Schenkel  herrührt.  Das  Verhältnis  der  Summe  der  positiven 
Glieder  zum  negativen  Glied  ist  in  beiden  Fällen  annähernd  das  gleiche. 

Addieren  wir  ferner  die  Länge  vom  Wellenzapfen  und  Kurbelzapfen  und  bestimmen 
ihren  Gesamtanteil  G an  der  ganzen  reduzierten  Länge,  so  erhalten  wir 

1 7 ß 1 C)  fi 

im  Falle  I:  ’ J b — • 100  = 58,4  o/0 

63,8  ' 

OK  I 9Q 

im  Falle  II:  - ° ^ - • 100  = 61,3  °/o 
86,62 

also  in  beiden  Fällen  ungefähr  das  gleiche. 

Für  einige  weitere  Fälle,  die  sich  aber  ebenfalls  auf  Oelmotoren  bezogen, 
wurde  die  genaue  Reduktion  mit  Hilfe  der  Berechnung  von  A durchgeführt  und 
dann  der  oben  genannte  Anteil  G bestimmt.  Zunächst  sei  erwähnt,  dass  auch  hier 
die  Reduktion  mit  der  Wirklichkeit  gut  übereinstimmende  Resultate  für  die  kritischen 
Tourenzahlen  lieferte.  Ueber  den  verhältnismässigen  Anteil  von  G an  der  gesamten 
Kröpfungslänge  lässt  sich  Folgendes  aussagen : 

Bohrungen  entweder  im  Kurbelzapfen  oder  im  Wellenzapfen  oder  in  beiden 
sind  sowohl  auf  G wie  auch  auf  die  ganze  reduzierte  Länge  von  geringem  Einfluss. 
Verhältnismässig  stark  wird  letztere  durch  eine  Verbreiterung  der  Kurbelschenkel  ver- 
kleinert, dagegen  verändert  sich  dadurch  der  Anteil  von  G nur  sehr  wenig,  er  bleibt 
z.  B.  für  alle  praktisch  möglichen  Aenderungen  im  Fall  II  innerhalb  der  Grenzen  58  °/o 
und  62°/o.  Sind  die  seitlichen  Abschrägungen  der  Kurbelschenkel  ziemlich  reichlich 
bemessen,  wie  z.  B.  in  Fall  II,  so  ist  nicht  mit  der  grössten  Breite  der  Kurbelschenkel, 
sondern  mit  einer  mittleren  Breite  zu  rechnen. 

Weiterhin  lässt  sich  sagen,  dass  für  alle  jene  Motoren,  bei  welchen  die  Wellen- 
bezw.  Kurbelzapfen  gleiche  Lagerdrücke  und  gleiche  spezifische  Lagerreibungsarbeit 
aufweisen,  der  Gesamtanteil  G an  der  ganzen  reduzierten  Länge  der  Kröpfung  als  konstant 
angenommen  werden  kann,  wodurch  sich  die  reduzierte  Länge  sehr  rasch  und  genügend 
genau  als  Summe  aus  Wellenzapfen-  und  K u r b e 1 z a p fe  n 1 än  g e , multipliziert 
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mit  einem  bestimmten  Koeffizienten  ermitteln  lässt.  Allerdings  ist  zu  beachten, 
dass  sich  diese  Art  der  Bestimmung  nur  auf  die  wenigen  bis  jetzt  vorliegenden  Erfahrungs 
werte  stützt.  Immerhin  liegt  aber  der  Schluss  sehr  nahe,  dass  diese  Art  der  Reduktion 
wahrscheinlich  allgemein  anwendbarsein  wird. 

Um  zahlenmässig  zu  zeigen,  wie  sich 
für  geringere  Lagerdrücke  die  Sache  ändert, 
sei  noch  ein  weiterer  Fall  kurz  angeführt, 
bei  dem  das  Hubverhältnis  das  gleiche  wie 
bei  dem  Motor  in  Fall  II,  nämlich  1,0  ist, 
bei  dem  aber  Tourenzahl,  Lagerdrücke  und 
spezifische  Reibungsarbeit  niedriger  sind. 

Siehe  Fis  u r 18  ! 


Es  ergab  sich  : 


A 


M, 


25,5  • 2,747 


1,67+4,24+47,3+2,1+2,99+15,4)  10- 
k 0,242. 

Man  sieht  zunächst,  dass  A kleiner 
geworden  ist  gegenüber  den  beiden  vorigen  Fällen. 

Die  reduzierten  Längen,  die  vom  Drehmoment 
37,60  Wellenzapfen 


M0  herrühren,  ergaben  sich  zu: 


1,78  2 Bunde 

11,76  Beide  Schenkel  (Verdrehung) 
12,24  ,,  ,,  (Verbiegung) 

39,20  Kurbelzapfen 


102,58 

Die  vom  Einfluss  der  Kraft  A herstammenden  reduzierten  Längen  sind  : 

1 4 — + 1,20  Kurbelzapfen  (Biegung) 

15  — + 1,75  ,,  (Verschiebung) 

I7  + 2,95  beide  Schenkel  (Biegung) 

Iß  — + 2,50  ,,  ,,  (Verschiebung) 

I9  -fl  13,5  ,,  ,,  (Verdrehung) 

1 e = — 9,02  Kurbelzapfen  (Verdrehung) 


12,88. 

Die  ganze  reduzierte  Länge  der  Kröpfung  wird  also  1 re<i  = 115,46  cm. 

Der  Anteil  G vom  Wellenzapfen  und  Kurbelzapfen  ist  hier  66,9  °/o,  hat 
sich  also  gegenüber  den  beiden  zuerst  behandelten  Fällen  nicht  unwesentlich  verschoben. 

Schliesslich  soll  noch  für  alle  drei  Fälle  eine  Uebersicht  gegeben  werden,  wie  sich 
die  kritischen  Tourenzahlen  in  Wirklichkeit  und  wie  sie  sich  nach  der  Rechnung  und 
graphischen  Konstruktion  ergaben  : 


I.  Sechscylinder-Motor  I. 

Anordnung  A. 

Für  diesen  Motor  wurde  der  Verdrehungsversuch  durchgeführt.  Es  sind  hier 
vorhanden  9 Massen : 2 Luftpumpenkurbeln,  6 Hauptkurbeln  und  ein  Dynamoanker. 

Ein  Rütteln  der  Welle  war  zu  bemerken  bei  n = ca.  350  — ca.  380. 

Berechnete  Eigenschwingungszahl  ne  — - 2190 

n^,  — 364 

6 


BO 


Anordnung  B. 

Ebenfalls  9 Massen.  Die  Massen  aller  Cylinder  waren  durch  Gegengewichte 


vermehrt. 


Rütteln  der  Maschine  von  n = 280 — 340  und 
von  n = 390 — 425. 

Berechnete  Eigenschwingungszahl:  nei  =1870 

nen 


ca.  5300 


n e 
“6 
ne 


- = 312 


, = 415 

4,5 

Bei  verschiedenen  anderen  Anordnungen  für  diesen  Motor  war  die  Ueberein- 
stimmung  die  gleiche. 


II.  Sechscylinder-Motor  II. 

Anordnung  A. 

9 Massen:  2 Luftpumpenkurbeln,  6 Hauptkurbeln,  1 Dynamo. 

Rütteln  der  Maschine  bei : 

1.  n = 190— 200;  2.  n = 240— 260;  3.  n = 295— 300;  4.  n = 360— 400; 


5.  n = 500—510. 

Bei  Nummer  4 waren  die  Vibrationen  am  stärksten. 

Berechnete  Eigenschwingungszahlen : 

nej  = 2260;  nen=6360;  nei  = 503;  ne[=377;  nei  = 301;  ne,=251; 

4^T  "IT  ~9~ 


nei  = 189. 
12~ 


Anordnung  B. 

14  Massen : 2 Luftpumpenkurbeln,  6 Hauptkurbeln,  3 starre  Kupplungen, 
1 Schwungrad,  eine  ausrückbare  Kupplung,  ein  Dynamoanker. 

Ein  Rasseln  war  zu  hören  bei: 


n = 228;  n = 355 — -365;  n = ca.  390;  n = ca.  445. 
Berechnete  Eigenschwingungszahlen : 
n ei  = 1160;  n eiI  = 2180;  neiII  = 2660 


■ei 


387;  ^1  = 364; 


445; 


‘ein  , 


354 : -ff  = 225; 


3 7 6 6 7,5 

Für  diese  Anordnung  sind  die  kritischen  Tourenzahlen  auf  den  Tachogrammen 
e und  f Seite  43  aufgenommen. 


III.  Sechscylinder-Motor  III. 

9 Massen:  1 Luftpumpenkurbel,  6 Hauptkurbeln,  1 Schwungrad,  1 Dynamoanker. 
Ein  Rasseln  war  zu  hören  bei : 

n = 175 — 180  und  bei  n 215 — 218. 

Berechnete  Eigenschwingungszahl 


ei 


1630;  eh 

1,0 


217;  -?-1 


181. 
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Zur  richtigen  Beurteilung  der  Ergebnisse  ist  noch  folgendes  hinzu- 
zufügen : 

1.  Da  das  Tachometer  in  der  Nähe  der  kritischen  Tourenzahl  stark  zu  zittern 
beginnt,  so  ist  eine  genaue  Ablesung  von  nK  häufig  schwierig. 

2.  Der  Grund  dafür,  dass  sich  das  Rasseln  in  einigen  Fällen  auf  einen  grösseren 
Bereich  ausdehnte,  ist  weiter  unten  angegeben. 

3.  Nach  der  Rechnung  hätten  sich  ausser  den  durch  das  Ohr  tatsächlich  beob- 
achteten kritischen  Touren  noch  einige  weitere  ergeben;  dieselben  konnten  in  den 
meisten  Fällen  deswegen  nicht  wahrgenommen  werden,  weil  der  Motor  beim  Anlassen 
ausserordentlich  rasch  darüber  hinaussprang  und  seine  Betriebstourenzahlen  wesentlich 
höher  lagen ; in  einigen  anderen  Fällen  konnten  diese  zwar  noch  nicht  hörbaren 
Schwingungen  doch  durch  den  Tachographen  aufgezeichnet  werden  ; in  einigen  weiteren 
Fällen  versagte  allerdings  auch  der  Tachograph,  was  aber  durchaus  nicht  ausschliesst, 
dass  doch  heftige  Schwingungen  aufgetreten  sind,  wie  man  schon  daraus  schliessen  • 
kann,  dass  einige  kritische  Tourenzahlen  durch  das  Ohr  deutlich  wahrgenommen  werden 
konnten,  auf  den  Tachographen  jedoch  nicht  einwirkten.  Es  waren  dies  solche  kritische 
Tourenzahlen,  deren  Eigenschwingungszahlen  sehr  hoch  lagen.  Ueberhaupt  ist  zu  be- 
merken, dass  der  Tachograph  nur  Verdrehungsschwingungen  mit  niedriger 
Schwingungszahl  aufzeichnen  kann,  wie  weiter  unten  noch  eingehend  erörtert 
werden  wird. 

Andererseits  sind  im  allgemeinen  nur  solche  Schwingungen  hörbar,  die  sich  in 
der  Kurbelwelle  abspielen,  weil  nur  hier  ein  Schiefstellen  und  Ecken  infolge  der  Ver- 
drehungen und  Verbiegungen  eintreten  kann.  Es  sind  erfahrungsgemäss  in  vielen  Fällen 
äusserst  heftige  sogar  bis  zum  Bruch  der  Welle  führende  Schwingungen  aufgetreten, 
ohne  dass  auch  nur  das  Geringste  zu  hören  war.  Es  fragt  sich  nun,  unter  welchen 
Umständen  eine  in  der  Kurbelwelle  auftretende  Schwingung  zu  hören  ist:  Diese 
Frage  kann  nach  den  Ergebnissen  der  Praxis  dahin  beantwortet  werden  : 

a)  Es  muss  die  Eigenschwingungszahl  genügend  hoch  sein. 

b)  Die  durch  die  Resonanz  hervorgerufenen  Schwingungs-Ausschläge  müssen 
so  gross  sein,  dass  ein  merkbares  Schiefstellen  der  Welle  in  den  Lagern  eintritt. 

Schliesslich  können  Verdrehungsschwingungen  noch  auf  andere  Weise  wahr- 
genommen werden,  so  zum  Beispiel,  durch  Erwärmung  der  Lager,  der  Reibungskupplung 

I Motor  II  Anordnung  B bei  n = ga300  entsprechend  g l’  unter  Umständen  auch 

durch  Knarren  von  starren  Kupplungen,  durch  heftiges  Schwingen  der  Transmissionsseile, 
durch  Zucken  des  elektrischen  Lichtes  und  durch  verschlechterten  mechanischen 
Wirkungsgrad. 

4 Ausdrücklich  sei  noch  hervorgehoben,  dass  man  genaue  Resultate  für  die 
kritischen  Tourenzahlen  natürlich  nur  dann  erwarten  kann,  wenn  alle  einzelnen  Grössen, 
so  namentlich  auch  die  Verteilung  des  Treibstangengewichts  in  rotierendes  und  hin- 
und  hergehendes  Gewicht  genau  bekannt  sind.  Das  leuchtet  sofort  ein,  wenn  man 
bedenkt,  das  die  kritischen  Tourenzahlen  in  allen  jenen  Fällen,  wo  die  hin-  und  her- 
gehenden Massen,  wie  es  meistens  der  Fall  ist,  weniger  als  1 °/o  der  gesamten  rotieren- 
den Massen,  ausmachen,  ungefähr  auf  l°jo  genau  bestimmt  werden  können,  sodass  sich 
also  eine  Ungenauigkeit  von  über  1 °/o  im  Schwungmoment  eines  Rotors  oder  Schwung- 
rades oder  eine  nur  angenäherte  Berücksichtigung  der  hin-  und  hergehenden  Massen 
deutlich  bemerkbar  macht.  Es  genügt  für  verschiedene  Fälle  nicht  mehr  50°/o 


der  Treibstange  als  hin-  und  hergehend  anzunehmen,  man  muss  vielmehr  mit  dem 
genaueren  Wert  rechnen,  der  sich  z.  B.  bei  Dieselmaschinen  zu  38  °/o  in  Mittel  ergab. 

5.  Der  Grund,  warum  die  Eigenschwingungszahlen  nicht  nur  durch  ganze  Zahlen, 
sondern  auch  durch  Vielfache  von  1/-2  dividiert  werden  mussten,  folgt  weiter  unten. 


Die  Reduktion  der  Massen. 

Bei  der  Reduktion  der  Massen  auf  den  gleichen  ideellen  Kurbelhalbmesser  r 
sind  die  rotierenden  und  die  hin-  und  hergehenden  Massen  zu  unterscheiden. 

Die  Reduktion  der  rotierenden  Massen  ist  einfach  durchzuführen.  Ist  das 
Schwungmoment  der  Masse  S und  die  Erdbeschleunigung  g'  = 981  cmsk~ 2,  so  ist  die 
S 

reduzierte  Masse  s- kg  • sk2  • cm-1. 

4 • r2  • g' 

Die  hin-  und  hergehenden  Massen  werden  von  Frahm1)  zur  Hälfte  berücksichtigt. 
Wie  Tolle  in  seiner  Regelung  der  Kraftmaschinen  zeigt,  gilt  diese  Art  der  Berück- 
sichtigung auch  bei  endlicher  Treibstangenlänge.  Immer  ist  dabei  zu  beachten,  dass 
es  sich  hier  um  die  Abschätzung  eines  Mittelwertes  handelt.  Tatsächlich  ist  für  jede 
Kurbelstellung  der  Anteil  der  hin-  und  hergehenden  Massen  eines  Cylinders  an  den 
Schwungmassen  ein  anderer,  wodurch  eine  exakte  Lösung  des  Problems  ausserordentlich 
schwierig  gemacht  wird. 

Betrachten  wir  zunächst  eine  Eincylindermaschine  mit  Schwungrad,  also  mit 
drei  Massen : 

1.  ms  = Masse  des  Schwungrades, 

2.  mr  = rotierende  Massen  der  Kurbel  und  der  Treibstange, 

3.  m0  = oscillierende  Massen  (Kolben,  Kolbenstange,  Kreuzkopf  und  Treib- 

stangenanteil). 

Wir  nehmen  an,  die  Welle  würde  nicht  rotieren;  dagegen  möge  an  irgend  einer 
Stelle  z.  B.  am  Kurbelzapfen  eine  harmonische  tangentiale  Kraft  von  bestimmter  Frequenz 
auf  das  Wellensystem  einwirken.  Nun  wollen  wir  die  Schwingungsform  des  Systems 
unter  dem  Einfluss  dieser  Kraft  ermitteln.  Es  ist  ganz  klar,  dass  wir  verschiedene 
Schwingungsformen  bzw.  -Ausschläge  erhalten  je  nach  dem  Winkel  a,  den  die  Treibstange 
mit  der  Kurbel  bildet.  (Um  nicht  den  Winkel,  den  die  Treibstange  mit  der  Kolben- 
stange bildet,  auch  noch  berücksichtigen  zu  müssen,  wollen  wir  zunächst  unendliche 
Treibstangenlänge  voraussetzen.) 

Ist  dieser  Winkel  a gleich  0°  oder  180°,  so  beteiligen  sich  an  den  elastischen 
Schwingungen  des  Wellensystems  die  hin-  und  hergehenden  Massen  nicht,  weil  bei  den 
kleineren-,  von  den  elastischen  Schwingungen  herrührenden  Ausschlägen  des  Kurbelzapfens 
der  Kolben  nicht  beeinflusst  wird. 

Ist  dagegen  dieser  Winkel  a = 90°  oder  270°,  so  beteiligen  sich  die  hin-  und 
hergehenden  Massen  vollständig  an  den  elastischen  Schwingungen  des  Wellensystems; 
mit  anderen  Worten:  zur  Masse  mr  kommt  noch  die  Masse  m0  dazu.  Für  jeden  anderen 
Winkel  a ergibt  sich  die  gesamte  in  Betracht  kommende  Masse  mtot  einer  Kurbel  aus 
der  Gleichung: 

mtot  = mr  -f-  m0  • sin2  a 

mr  + ^2  (1  — cos  2 a) 


')  siehe  Quellen Verzeichnis. 
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Für  endliche  Treibstangenlänge  kommt  noch  hinzu  das  Glied: 

-f-  mG  • 2 • X • cos  a • sin2  a 
und  unter  Umständen  noch  Glieder  höherer  Ordnung. 

Das  vorliegende  Wellensystem  hat  demnach  verschiedene  Eigenschwingungs- 
zahlen je  nach  dem  Winkel  zwischen  Kurbel  und  Treibstange:  eine  niedrigste,  wenn 
a_90°  oder  270°  ist  und  eine  höchste,  wenn  ct  = 0°  oder  180°  ist. 

Bei  Mehrcylindermaschinen  erhält  man  folgendes  Bild: 

Für  2 unter  0°  oder  180°  versetzte  Kurbeln  erhält  man  für  die  augenblicklichen 
Stellungen  denselben  Anteil  der  hin-  und  hergehenden  Massen  an  der  Rotation,  wie 
für  eine  Einkurbelmaschine,  wenn  man  sich  auf  das  mit  cos  2 a wechselnde  Glied  beschränkt. 

Bei  einer  Dreicylindermaschine  mit  120°  Kurbelversetzung  gestalten  sich  dagegen 
die  auftretenden  Erscheinungen  etwas  anders. 

Unendliche  Treibstangenlänge  vorausgesetzt,  ist  für  die  Stellung  nach  Fig.  19a 
die  Beteiligung  der  hin-  und  hergehendem  Masse  m0l  gleich  Null.  Die  Massen  m0,,  und 
m0,  beteiligen  sich  entsprechend  a 30°  zu  je  75 °/o-  Die  Gesamtbeteiligung  aller 
Massen  ist  hier  50°/o.  Für  die  Stellung 
nach  Figur  19b  ist  die  Beteiligung  von 
mni  — 100°/o,  die  von  m02  und  m„3  je  gleich 
25°/o-  Die  durchschnittliche  Beteiligung  der 
hin-  und  hergehenden  Massen  aller  drei  Kurbeln 
an  der  Rotation  ist  auch  hier  wieder  50°  'o, 
welcher  Wert  sich  auch  für  beliebige  andere 
Stellungen  ergibt.  Es  könnte  demnach 
scheinen,  als  ob  bei  einer  Dreicylinder-  bezw. 
einer  Sechscylindermaschine  der  veränder- 
liche Anteil  der  hin-  und  hergehenden  Massen  ohne  Einfluss  auf  die  Schwingungen 
wäre.  Dieser  Schluss  ist  aber  insofern  nicht  richtig,  weil  es  gar  nicht  auf  die  Gesamt- 
beteiligung ankommt.  Die  einzelnen  Kurbeln  haben  gerade  bei  den  obengenannten 
Sechscylindermaschinen  sehr  verschiedenartige  Schwingungsausschläge,  sodass  auch  die 
an  den  zugehörigen  hin-  und  hergehenden  Massen  wirkenden  Trägheitskräfte  von  sehr 
verschiedenem  Einfluss  sind.  Jedenfalls  ist  die  Summe  aller  dieser  Trägheitskräfte  nicht 
so  gross,  dass  sie  gerade  einer  konstanten  Beteiligung  der  hin-  und  hergehenden 
Massen  entsprechen  würde. 

Die  genaue  Untersuchung  zeigt,  dass  durch  die  veränderliche  Beteiligung  der 
hin-  und  hergehenden  Massen  das  kritische  Tourengebiet,  innerhalb  dessen  grosse 
Schwingungsausschläge  auftreten,  unter  Umständen  merklich  vergrössert  werden  kann. 
Man  erhält  für  die  Abhängigkeit  der  Schwingungs- 
ausschläge von  der  Tourenzahl  bezw.  Schwingungs- 
zahl ungefähr  das  Bild  der  Fig.  20.  Dabei  gibt 
Kurve  a die  Grösse  der  Schwingungsausschläge 
eines  Systems  mit  nur  rotierenden  Massen  wieder 
und  Kurve  b die  Grösse  der  maximalen  Schwin- 
gungsausschläge eines  Systems  mit  rotierenden 
und  hin-  und  hergehenden  Massen. 

In  der  Praxis  hat  sich  gezeigt,  dass  tat-  ’ 
sächlich  bei  solchen  Maschinen,  bei  denen  die^ 
hin-  und  hergehenden  Massen  eine  verhältnismässig 
bedeutendere  Rolle  spielen,  eine  Verbreiterung 


Figur  20. 


3 
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des  kritischen  Tourengebietes  eintritt.  Allerdings  ist  zu  beachten,  dass  eine  solche 
Verbreiterung  auch  durch  andere  Umstände  verursacht  werden  kann  z.  B.  durch  das 
Spiel  in  den  verschiedenen  Lagern  und  durch  das  Mitschwingen  des  Gestells  bezw.  des 
Fundaments. 

Die  allgemeine  Untersuchung  der  Schwingungsvorgänge  ohne 
Berücksichtigung  der  dämpfenden  Kräfte. 

Die  Bestimmung  der  Eigenschwingungszahlen  bildet  zwar  die  wichtigste,  jedoch 
bei  weitem  nicht  die  einzige  Aufgabe  der  Schwingungslehre.  Das  erhellt  schon  daraus, 
dass  man  aus  der  Kenntnis  der  Eigenschwingungszahlen  nur  eine  Vorstellung  darüber 
bekommt,  wo  vermutlich  die  grössten  Ausschläge  auftreten  werden:  vermutlich,  denn 
es  können  Fälle  eintreten,  wo  die  Stelle  des  grössten  Schwingungs- Ausschlages  nicht 
unbeträchtlich  von  der  nächsten  kritischen  Tourenzahl  abweicht,  ausserdem  wünscht 
man  namentlich  Angaben  darüber,  ob  und  wann  ausserhalb  der  kritischen  Tourenzahlen 
gefährliche  Ausschläge  auftreten,  wie  sich  gegebene  Massensysteme  bei  verschiedenen 
Tourenzahlen  verhalten,  welchen  Einfluss  eine  Aenderung  dieser  oder  jener  Grössen 
auf  die  Art  der  Schwingung  ausübt  u.  s.  f. 

Bevor  wir  daher  zu  den  dämpfenden  Kräften  übergehen,  wollen  wir  die 
Schwingungsformen  auf  ihre  etwaigen  besonderen  Eigenschaften  näher  untersuchen.  Es 
liegt  allerdings  nahe,  anzunehmen,  dass  alle  jene  Schwingungsformen,  die  ohne  Berück- 
sichtigung der  Dämpfung  konstruiert  werden,  ebenso  wie  die  dabei  abgeleiteten  Be- 
ziehungen nur  einen  mittelbaren  Wert  besitzen.  Das  trifft  aber  im  allgemeinen  nicht 
zu.  Zunächst  sollen  nämlich  die  Betriebstourenzahlen  der  Maschinen  aus  Sicherheits- 
gründen nicht  in  der  Nähe  der  kritischen  Drehzahlen  liegen.  Ist  aber  die  Entfernung 
von  der  kritischen  Tourenzahl  einmal  eine  grössere,  so  spielen  die  dämpfenden  Kräfte 
gegenüber  den  erregenden  äusseren  Kräften  nur  eine  untergeordnete  Rolle,  wie  man  an 
dem  im  Anhang  angeführten  Beispiel  für  einen  Dreicylinder-Dieselmotor  mit  Schwungrad 
und  Dynamo  erkennen  kann. 

Als  spezielle  Schwingungsformen  kämen  zunächst  in  Betracht  die  Schwingungen 
von  Wellen  mit  fest  eingespanntem  Ende.  Da  diese  aber  im  Maschinenbau  nur  von 
ganz  untergeordneter  Bedeutung  sind,  so  sollen  sie  erst  später  an  geeigneterer  Stelle 
besprochen  werden.  Ungleich  wichtiger  ist  die  allgemeine  Ermittlung  der  Ab- 
hängigkeit der  Schwingungsausschläge  von  den  erregenden  Kräften,  oder  bei  gegebenen 
Ausschlägen  die  Abhängigkeit  der  Kräfte  von  der  Tourenzahl  bezw.  von  den  Abständen  1. 
Lässt  man  zunächst  die  dämpfenden  Einflüsse  ausser  Betracht,  so  handelt 
es  sich  um  folgende  wichtige  Fragen  : 

1. )  Wie  ist  die  Anordnung  der  Massen  und  wie  sind  die  noch  veränderungs- 
möglichen Abstände  derselben  zu  wählen, 

a)  damit  der  Ungleichförmigkeitsgrad  an  der  hauptsächlich  in  Betracht 
kommenden  Stelle  ein  möglichst  günstiger  ist, 

b)  damit  die  Schwingungs- Ausschläge  aller  Massen  möglichst  klein 
ausfallen, 

c)  damit  die  Beanspruchungen  nicht  zu  gross  werden? 

2.  Welche  Tourenzahlen  liefern  bei  gegebener  Grösse  und  Verteilung  der  ein- 
zelnen Massen  und  Kräfte  den  besten  Gleichförmigkeitsgrad,  die  kleinsten  Schwingungs- 
Ausschläge  und  die  niedrigsten  Beanspruchungen?  Wie  sind  die  drei  letztgenannten 
Grössen  von  der  Tourenzahl  abhängig?  Wie  lassen  sich  diese  drei  Werte  durch  eine 
Veränderung  bestimmter  Massen  beeinflussen? 
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Eine  endgültige  genaue  Beantwortung  aller  dieser  Fragen  lässt  sich  erst  mit 
Berücksichtigung  der  dämpfenden  Kräfte  durchführen.  Da  jedoch  namentlich  in  solchen 
Fällen,  wo  nicht  bloss  eine  grössere  Reihe  von  Massen  und  von  äusseren  harmonischen 
Kräften,  sondern  auch  noch  mehrere  verschieden  geartete  Dämpfungen  mitwirken,  es 
sehr  schwer  wäre,  sich  über  den  Einfluss  jeder  einzelnen  Grösse  sofort  ein  richtiges 
Bild  zu  verschaffen,  so  soll  zunächst  ein  möglichst  einfacher  Fall  untersucht  werden: 
Gegeben  sind  2 durch  eine 
elastische  masselos  gedachte  Welle  •**m*oaf 
verbundene  Massen  mj  und  m2  und 
eine  irgendwo  an  der  Welle  angreifende 
Kraft  P. 

Es  bestehen  hier  nach  Figur  21 
folgende  Beziehungen: 


Figur  21. 


z.  a. 


= a, 


3.  a'  =- 


4.  aj 


2 I 

G nij  co2 
H 


. ax  also:  aP 
2 (m  i co  2 a i — P) 


— a i 


1 1 m x co  2 
H 


1 2 m 2 co  “ a 2 


H H 

Das  negative  Vorzeichen  bei  12  rührt  von  der  entgegengesetzten  Lage  beider 
schraffierten  Dreiecke  zu  einander  her. 

5.  m10D2a1  — P-f-m2CO2a2  = 0. 

m i ■ m 2 


5a.  (m,  -f  m2) 


co  ■ 


H 


1 


m 2 co  2 1 2 
H ~ 


0. 


Für  P — 0 erhält  man  zunächst: 


I. 


CO  : 


VI 


m!  -fm2 
m 1 • m 2 


J • G mx  + m5 


mi 


m2 


Das  ist  aber  die  Formel  für  die  Eigenschwingungszahl  zweier  durch  eine  elastische 
Welle  verbundenen  Massen  m:  und  ma,  die  hier  auf  einem  neuen,  leicht  verständlichen 
Wege  abgeleitet  wurde. 

In  sehr  vielen  Fällen  interessiert  man  sich  dafür,  wie  sich  bei  gegebener  Grösse 
der  Kraft  P der  Ausschlag  einer  oder  auch  die  Ausschläge  mehrerer  Massen  ändern, 
je  nachdem  man  den  Angriffspunkt  der  Kraft  P wählt.  Dieser  Fall  ist  insbesondere 
dann  von  Wichtigkeit,  wenn  es  sich  um  die  Ermittelung  des  Einflusses  der  verschiedenen 
Cylinder  auf  die  Grösse  der  Ausschläge,  die  z.  B.  der  Dynamoanker  ausführt,  handelt. 

Für  den  einfachen  Fall  zweier  Massen  ergibt  sich  nach  Figur  21  folgende  Ab- 
hängigkeit zwischen  den  Ausschlägen  der  beiden  Massen: 


a — a 
i i 


a2“  a: 


a2  ( 1 


3.  9 cl 


li  mx  co2  \ 

H ~ / 

H -f-  (1  o — 1 2)  rn ! co 5 


12  m2  co‘ 

H 


H — 1 


2 m2 


co  ■ 


— + a: 


1 o m i co  2 
H — lom2w; 


Folglich  erhält  Gleichung  5 die  Form 

10  m ! oo  2 


co- 


li. 


m - 


m. 


■3  u , oder 

ri  — • 10  m2  co 

ai  (co2miH  — l2co4m1m2-f-l0co4m1m2 


HP  — LPm,co2 
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Für  U 


Für  U 


0 erhält  man : 

HF 


co-  hi i (H  -f  10  co-  m2) 
oo  erhält  man  : 
at  (co2  mx  H -j-  10  co4  mT  mg) 


HP  oder 

Man  erhält  also  den  gleichen  Wert  wie  für  12 


HP 


-0; 


co2  m x (H  -j-  1()  co2  mg) 
dies  lässt  sich  noch  deut- 


licher an  Hand  der  Figur  22  erkennen. 


Man  sieht  daraus,  dass  es 
für  die  Ausschläge  a1  und  a2  völlig 
gleichgiltig  ist,  wie  weit  ausserhalb 
des  Angriffpunktes  von  m2  die  Kraft 
P angreift.  Am  Kräftepolygon  än- 
dert sich  dadurch  nicht  das  geringste  : 
der  einzige  Unterschied  besteht  in 
den  verschiedenen  Ausschlägen  des 
Angriffspunktes  der  Kraft. 

Lässt  man  die  Kraft  P 
ausserhalb  von  mj  angreifen,  so  ge- 
langt man,  wie  man  durch  Ver- 
tauschen der  Indices  erkennt,  zu  dem 
gleichen  Ergebnis,  nur  sind  die  Aus- 
schläge ax  und  a2  nicht  etwa  gleich 

denen,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Kraft  P ausserhalb  von  m2  angreifen  lässt. 

Angenähert  tritt  dieser  Fall  praktisch  z.  B.  dann  ein,  wenn  man  für  einen  Mehr- 
cylinder-Motor  mit  Schwungrad  und  Dynamo  wissen  will,  welche  Ausschläge  gleiche 
aber  von  verschiedenen  Cylindern  ausgeübte  Kräfte  gleicher  Periodenzahl  an  der  Dynamo 
hervorrufen  und  wenn  gleichzeitig  diese  Periodenzahl  noch  unterhalb  einer  gewissen 
Grenze  sich  befindet,  über  die  später  nähere  Angaben  folgen  werden.  Innerhalb 
beider  Massen  ist  insbesondere  die  Grösse  von  lg  von  Bedeutung,  für  welche  ai  den 
Wert  0 anhimmt. 

Für  ai  0 ist  12  „ 

m2  • co2 

Welche  Bedeutung  diesem  Wert  zukommt,  wird  noch  weiter  unten  auseinander 
gesetzt  werden. 

P (H  — 10  m2  co2) 

H mx  co2 


Setzt  man  lg  — Iq  so  erhält  man:  ax 


Wie  sich  die  Verhältnisse  für  alle  anderen  Werte  von  lg  gestalten,  lässt  sich 
deswegen  allgemein  nicht  angeben,  weil  a]  abgesehen  von  lg  zu  sehr  von  den  von  Fall 
zu  Fall  veränderlichen  anderen  Gliedern  beeinflusst  wird. 


Eine  ganz  einfache  Beziehung  erhält  man  für  die  Abhängigkeit  des  Ausschlags 
der  beiden  Massen  von  der  erregenden  Kraft  P. 

Es  ergibt  sich  nämlich  in  abgekürzter  Schreibweise  folgende  Gleichung: 

III.  a,  kt  + P kg  C. 

Das  bedeutet,  der  Ausschlag  a5  der  Masse  mx  und  damit  auch  die  Ausschläge 
aller  anderen  Punkte  des  Massensystems  sind  linear  abhängig  von  der  Kraft  P und 
zwar  derart,  dass  für  P 0 auch  sie  gleich  Null  werden. 
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Nun  soll  noch  die  Abhängigkeit  der  Kraft  P von  der  Schwingungszahl  bei  gegebener 
Massenverteilung  und  gegebenem  Schwingungs- Ausschlag  at  untersucht  werden 
Gleichung  5a  lässt  sich  auch  abgekürzt  schreiben: 


_ Mco2  — m co4  , 

P _ ar  wobei 

— 1 + n io- 1-2 


ni!  m2  , . m-> 

M — -f-  m2;  m = ^ Io  und  n ist. 


Wir  setzen  12  gleich  Null.  Das  kommt  in  der  Praxis  z.  B.  bei  den  Schiff- 
wellen vor:  Hier  fällt  der  Kraftangriffspunkt  mit  dem  Schwerpunkt  der  Triebwerksteils 
zusammen.  Man  erhält  dann: 

IV.  P — at  (m  co4  — Mco2). 

In  Figur  23  ist  die  Kraft  P 
als  Differenz  der  Geraden  (entsprechend 
a M • co2)  und  der  Parabel  (entsprechend 
a m co4) aufgetragen.  Fürco  = coBistP  - 0. 

Wir  haben  hier  die  Eigenschwingung. 

Für  co  - - coA  erhält  man  ein  Maximum 
für  die  Kraft  P und  damit  ein  Minimum 
für  den  Ungleichförmigkeitsgrad.  Man 
sieht,  dass  schon  nach  ganz  geringer  Erhöhung  der  Umdrehzahl  über  die  kritische  hinaus  die 
Kraft  P bereits  ebenso  gross  ist  wie  für  coA  und  dass  sie  darnach  fortwährend  verhältnis- 
mässig sehr  rasch  ansteigt,  das  heisst,  will  man  möglichst  kleine  Schwingungs-Ausschläge 
zwar  nicht  des  ganzen  Systems  wohl  aber  der  Masse  m:  durch  Veränderung  der  Umdrehzahl 
unter  Beibehaltung  der  Anordnung  und  Grösse  der  Massen  und  äusseren  Kräfte  erreichen, 
so  empfiehlt  es  sich,  lieber  über  die  kritische  Tourenzahl  hinauszugehen,  statt  unter 
ihr  zu  bleiben.  Hier  sei  an  einen  sehr  häufig  vorkommenden  Fall  aus  der  Praxis 
erinnert.»  Beim  Antrieb  von  Dynamomaschinen  durch  Motoren  irgend  welcher  Art  hat 
es  sich  häufig  gezeigt,  dass  der  Ungleichförmigkeitsgrad  der  Dynamo  besser  wird,  wenn 
man  den  Läufer  nicht  direkt  mit  dem  Motor  starr  kuppelt,  sondern  ihn  durch  einen 
Riemen  antreibt.  In  beiden  Fällen  hat  man  zwei  durch  ein  elastisches  Zwischenglied 
verbundene  Massen.  Nur  liegt  für  den  Fall  des  Riemenantriebs  die  Eigenschwingungs- 
zahl des  ganzen  Systems  weit,  weit  niedriger  als  bei  der  starren  Kupplung  Im  letzteren 
Fall  setzt  sich  der  Ungleichförmigkeitsgrad  der  Dynamo  zusammen  aus  dem  normalen 
Ungleichförmigkeitsgrad,  welchen  man  für  das  ganze  System  bei  Annahme  einer  starren 
Welle*  erhält,  und  aus  dem  bisher  nirgends  berücksichtigten  Anteil,  der  von  den 
Schwingungen  herrührt,  welche  die  einzelnen  Massen  relativ  zu  einander  ausführen. 


Im  Fall  des  Riemenantriebs  wird  dieser  Anteil  schon  aus  dem  Grunde  kleiner 
sein,  weil  die  auf  der  Motorwelle  sitzenden  Massen  um  den  Läufer  verringert  sind. 
Aber  auch  der  obengenannte  normale  Ungleichförmigkeitsgrad  muss  sich  im  allgemeinen 
günstiger  gestalten.  Man  hat  zu  bedenken,  dass  auch  dieser  Ungleichförmigkeitsgrad 
eine  Folge  von  äusseren  harmonischen  Kräften  ist.  Diese  versetzen  das  System: 
Motor-Riemen-Dynamoanker  in  Schwingungen.  Diese  Schwingungen  werden  aber  nach 
dem  eben  Gesagten  für  die  Dynamo  (Masse  mj  mit  Ausschlag  um  so  kleiner,  je 
weiter  wir  uns  über  der  kritischen  Tourenzahl  befinden.  Es  ist  also  leicht  einzusehen, 
dass  man  dadurch  bedeutend  kleinere  Ungleichförmigkeitsgrade  erhalten  kann  als  bei 
direkter  Kupplung.  So  wurde  in  manchen  Fällen  u.  a.  von  Friese  (Zeitschrift  des 
Vereins  deutscher  Ingenieure  Jahrgang  1899  Heft  39)  gefunden,  dass  sich  bei  Riemen- 
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antrieb  der  Ungleichförmigkeitsgrad  gemessen  am  Rotor  bis  auf  die  Hälfte  desjenigen 
der  Antriebsmaschine  verringerte. 

Zu  beachten  ist,  dass  man  es  in  diesem  Falle  nicht  mit  Verdrehungsschwingungen, 
sondern  mit  Längsschwingungen  zu  tun  hat,  deren  rechnerische  und  zeichnerische  Be- 
handlung ganz  ähnlich  wie  die  für  Verdrehungsschwingungen  vorgenommen  werden  kann. 

An  Hand  von  Gleichung  IV  und  Figur  23  findet  man  nicht  nur  auf  einfache 
Weise,  dass  es  bei  Anwendung  des  Riementriebs  im  allgemeinen  möglich  ist,  ge- 
ringere Ungleichförmigkeitsgrade  zu  erzielen,  man  sieht  auch  sofort,  wann  ein  Vorteil 
erwartet  werden  kann  und  wie  gross  derselbe  ist.  Die  rechte  Seite  von  Gleichung  IV 
besteht  nämlich  aus  zwei  Teilen.  Davon  gibt  der  zweite  a1  (m  x -f-  m 2)  co 2 den  Anteil 
an  den  Schwingungen  und  damit  auch  am  Ungleichförmigkeitsgrade  an,  der  von  den 
allen  Systempunkten  gemeinsamen  Schwingungen  herrührt,  wie  sich  leicht  zeigen 
lässt:  Sind  mx  und  m2  zwei  durch  ein  starres  Zwischenglied  verbundene  Massen  und 

wirkt  auf  dieselben  eine  gegebene  harmonische  Kraft  P ein,  so  ergibt  sich  die  Be- 

P 

schleunigung  des  Systems  zu  irgend  einer  Zeit  t zu  b = sin  co  t,  wobei  die  Zeit  t 

mi  t m2 

von  einem  Moment  an  gerechnet  wurde,  wo  das  System  durch  die  Nullage  hindurch- 
schwingt. Der  Schwingungs-Ausschlag  ergibt  sich  also  dann  zu  ax  = ^^ — sin  co  t 

(mx  -j-  m 2)  co  2 


Das  erste  Glied  a}- 


mx  • m2 
H 


lo  co4  gibt  den  Anteil  wieder,  welcher  von  dem 


Einfluss  der  Elastizität  der  Welle  herrührt.  Nur  dieses  Glied  kann  also  durch  Da- 
zwischenschalten eines  Riementriebs,  einer  elastischen  Kupplung  oder  ähnlicher  Vor- 
richtungen verändert  werden.  Das  Glied  a l (mx  -|-  m9j  co 2 also  die  Gerade  ist  dagegen 
ein  für  allemal  durch  die  Grösse  der  Gesamtmasse  festgelegt.  Schaltet  man  nun  ein 
elastisches  Medium  ein,  so  wird  dadurch  die  kritische  Tourenzahl  herabgedrückt;  man 
erhält  für  die  Eigenschwingungszahl  statt  coB  den  Wert  coF.  Aus  der  Figur  23  ist  zu 

ersehen,  dass  schon  von  co : coG  ab  der  Ungleichförmigkeitsgrad  bei  Benützung  des 

Zwischengliedes  besser  wird  als  ohne  dasselbe.  Bei  einer  nur  ganz  wenig  höheren 
Winkelgeschwindigkeit  ist  der  Ungleichförmigkeitsgrad  schon  besser  als  er  für  irgend 
eine  Tourenzahl  zwischen  Null  und  der  kritischen  ohne  Einschaltung  dieses  Gliedes 
jemals  gewesen  wäre.  Ebenso  ist  der  Ungleichförmigkeitsgrad  ungefähr  auch  von 
dieser  Stelle  an  aufwärts  ständig  besser  als  er  für  die  völlig  starr  gedachte 
Welle  ist. 


An  dieser  Stelle  ist  noch  ein  Wort  über  die  Bestimmung  des  LJngleich- 
förmigkeitsgrades  aus  den  Schwingungsausschlägen  am  Platze.  Angenommen  sei 
zunächst,  dass  man  es  mit  einer  reinen  Sinusschwingung  zu  tun  hat.  In  diesem  Falle 


ergibt  sich  aus  dem  maximalen  Ausschlag  a x 

. . ..  , . P 

schwindigkeit  zu  = vr  — ax  • co. 

m 03 


P 

m co 2 


die 


grösste 


Schwingungs  - Ge- 


ht die  mittlere  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Welle  um,  so  ergibt  sich  der 
Ungleichförmigkeitsgrad  zu 


2 • ax  • 03 


Der  Ungleichförmigkeitsgrad  0 ist  also  in  diesem  Falle  dem  Schwingungsaus- 
schlag proportional.  Ist  umgekehrt  aus  dem  Tachogramm  und  urajn  gegeben,  wo- 
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bei  immer  noch  die  reine  Sinuslinie  zu  Grunde  gelegt  sei,  so  erhält  man  daraus  den 
Schwingungs- Ausschlag 

^ max  ^ min  j t 0 ' Vu 

ai  — , — oder  auch  a. 

2 co  2 co 

Besteht  das  Tachogramm  aus  keiner  reinen  Sinuslinie,  so  ist  es  harmonisch  zu 
analysieren,  worauf  man  dann  für  jedes  einzelne  Glied  die  zugehörigen  Ausschläge  er- 
hält. Sind  dagegen  die  von  verschiedenen  harmonischen  Kräften  herrührenden  Schwingungs- 
ausschläge bekannt,  so  sind  zur  Bestimmung  des  Ungleichförmigkeitsgrades  für  die  in 
Frage  kommende  Stelle  des  Systems  die  resultierenden  Schwingungsgeschwindigkeiten 
für  verschiedene  Zeitpunkte  zu  ermitteln.  Aus  der  resultierenden  Kurve  ergibt  sich  dann 
mit  Hilfe  der  grössten  und  der  kleinsten  Schwingungsgeschwindigkeit  der  Ungleich- 
förmigkeitsgrad. Da  häufig  eine  Schwingung  den  Hauptanteil  zum  Ungleichförmig- 
keitsgrad liefert,  so  genügt  vielfach  eine  einfachere  Methode  zur  Bestimmung  des- 
selben: Man  addiert  die  für  die  verschiedenen  harmonischen  Kräfte  erhaltenen  Ungleich- 
förmigkeitsgrade, um  den  Gesamtungleichförmigkeitsgrad  zu  erhalten.  Diese  Methode 
wäre  genau  richtig,  wenn  wenigstens  für  irgend  einen  Zeitpunkt  gerade  die  Maxima  der 
verschiedenen  Sinusschwingungen  zusammenfallen  würden.  Wenn  dies  auch  praktisch 
nur  mit  Annäherung  zutrifft,  so  geht  man  doch  insofern  sicher,  weil  man  auf  diese 
Weise  eher  zu  grosse  als  zu  kleine  Ungleichförmigkeitsgrade  erhält. 

Die  Winkelabweichung',  die  mit  Recht  bei  elektrischen  Maschinen  gegen- 
über dem  Ungleichförmigkeitsgrad  immer  mehr  in  den  Vordergrund  tritt,  ist  direkt 
durch  den  grössten  positiven  und  n e g at  i v en  S ch  w i n g u n gs- Au  ssc  h 1 a g selbst 
gegeben.  Aus  dem  Tachogramm  erhält  man  sie,  wenn  man  zu  der  durch  dasselbe 
dargestellten  Geschwindigkeitskurve  die  zugehörige  Wegkurve  aufzeichnet  und  auch  hier 
wieder  die  beiden  grössten  Schwingungsausschläge  ermittelt. 

Bei  der  vorhergehenden  Untersuchung  über  den  Einfluss  eines  Zwischengliedes 
war  zunächst  die  Dämpfung  unberücksichtigt  geblieben.  Durch  sie  würden  zwar  in  der 
Nähe  von  kritischen  Tourenzahlen  die  Ausschläge  ihrer  Grösse  nach  wesentlich  verändert 
werden  können;  das  Verhältnis  der  beiden  Ungleichförmigkeitsgrade  und  damit  das 
Endergebnis  wird  annähernd  das  gleiche  bleiben. 

Es  zeigt  demnach  auch  die  Theorie,  dass  man  dadurch,  dass  das  Ueber- 
tragungsglied  (Welle,  Kupplung,  Riemen)  sehr  elastisch  wird,  im  allgemeinen  kleinere 
Ungleichförmigkeitsgrade  erreicht.  Nur  ist  dafür  zu  sorgen,  dass  man  sicher  ein 
ziemliches  Stück  über  der  kritischen  Tourenzahl  des  gesamten  Systems  sich  befindet. 
Es  liegt  zwar  der  Einwand  nahe,  dass  man  dann  beim  Anlassen  und  beim  Abstellen 
durch  die  kritische  Tourenzahl  hindurchgehen  muss;  jedoch  ist  zu  beachten,  dass  dieses 
Hindurchgehen  häufig  geschieht  unter  dem  Einfluss  wesentlich  anderer  Arbeitsdrücke 
(beim  Dieselmotor  wird  z.  B.  Anlassluft  in  die  Cylinder  gegeben,  die  einen  wesentlich 
niedrigeren  Höchstdruck  aufweist.  Beim  Abstellen  fällt,  da  die  Verbrennung  fehlt, 
zunächst  die  Expansionslinie  ungefähr  mit  der  Kompressionslinie  zusammen  und  gegen 
Ende  des  Auslaufes  wird  ausserdem  auch  noch  die  Kompression  in  den  Arbeitscylindern 
aufgehoben).  Zudem  hat  sich  durch  Versuche  gezeigt,  dass  bei  raschem  Passieren 
der  kritischen  Tourenzahlen  die  gefürchteten  Erscheinungen  überhaupt  kaum  auftreten; 
die  dabei  abgenommenen  Tachogramme  unterscheiden  sich  nur  wenig  von  denen,  die 
bei  etwas  höherer  oder  niedrigerer  Tourenzahl  erhalten  wurden.  Der  Grund  liegt  darin, 
dass  in  diesem  Falle  die  Massen  gar  nicht  Zeit  haben,  um  genügend  in  Schwingung 
zu  kommen,  da  der  Einfluss  der  harmonischen  Kräfte  zu  kurz  dauert. 
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Bekanntlich  bestehen  vielfach  Meinungsverschiedenheiten  darüber,  ob  es  zur 
Erreichung  eines  bestimmten  Ungleichförmigkeitsgrades  zweckmässig  ist,  das  nach  der 
gewöhnlichen  Rechnung  erforderlich  scheinende  Schwungmoment  in  einem  Schwungrad 
unterzubringen  oder  zwei  Schwungräder  zu  beiden  Seiten  des  Motors  anzuordnen.  Für 
beide  Anordnungen  finden  sich  Vertreter.  Der  Grund  der  Meinungsverschiedenheiten 
liegt  darin,  dass  an  Hand  von  ausgeführten  Fällen  von  den  einen  für  die  erste  Anord- 
nung und  von  den  anderen  für  die  zweite  Anordnung  der  bessere  Ungleichförmigkeits- 
grad mit  Hilfe  des  Tachographen  erhalten  wurde.  Diese  Erscheinung  ist  unschwer  zu 
erklären.  Betrachten  wir  der  Einfachheit  halber  einen  Eincylinder-Motor  a.  mit  einem, 
b.  mit  zwei  Schwungrädern.  Im  Falle  a hat  man  es  mit  2 Massen  zu  tun,  deren  eine, 
die  Triebwerksteile,  gegenüber  der  Masse  des  Schwungrads  äusserst  klein  ist.  Die 
Eigenschwingungszahl  dieses  Systems  wird  also  sehr  hoch  liegen.  Im  Falle  b dagegen 
hat  man  es  mit  3 Massen  zu  tun,  von  welchen  2 verhältnismässig  sehr  gross  und  ausserdem 
noch  beträchtlich  weit  von  einander  entfernt  sind.  Die  erste  Eigenschwingungszahl, 

liegt  also  bedeutend  niedriger  als  im  Falle  a.  Man 
erhält  für  beide  Anordnungen  die  in  Fi  gur  24  wieder- 
gegebene Abhängigkeit  der  Schwingungsaus- 
schläge von  der  Tourenzahl.  Liegen  nun  die  haupt- 
sächlich in  Betracht  kommenden  Schwingungszahlen 
verhältnismässig  niedrig  (etwa  bei  nj,  so  muss  sich 
durch  Anordnung  zweier  Schwungräder  der  Gleich- 
förmigkeitsgrad verbessern.  Liegen  dagegen  diese 
Schwingungszahlen  bereits  reichlich  hoch  (etwa 
bei  n2),  so  wird  man  durch  Anordnung  von  zwei 
Schwungrädern  den  Glcichförmigkeitsgrad  nur 
verschlechtern. 


Tigur  24. 


An  dieser  Stelle  soll  auch  Verhalten  von  Messinstrumenten  mit  elastischem 
Antrieb  und  elastischen  Zwischengliedern  besprochen  werden.  Ein  besonders  typischer 
Fall  ist  der  durch  ein  Band  in  Umdrehung  versetzte  Tachograph.  Derselbe  besitzt 
Schwunggewichte,  die  durch  Federn  mit  dem  rotierenden  Gestell  bezw.  den  Riemen- 
scheiben verbunden  sind.  Diese  werden  wieder  durch  einen  mehr  oder  weniger  langen 
Bandantrieb  mit  der  zu  untersuchenden  Welle  gekuppelt.  Wir  haben  es  hier  also  mit 
mehreren  elastisch  miteinander  verbundenen  Massen  zu  tun,  die  ihrerseits  wieder  elastisch 
mit  der  Wellenleitung  der  in  Betracht  kommenden  Maschine,  also  einer  praktisch  gegen- 
über den  Schwungmassen  des  Tachographen  unendlich  grossen  Masse  verbunden  sind. 
Man  hat  jedoch  in  diesem  Falle  nicht  eine  Schwingungsform  mit  fest  eingespanntem 
Ende.  Die  Maschinenwelle  bezw.  diejenige  Stelle,  an  welcher  der  Bandantrieb 
angreift,  führt  vielmehr  ausser  der  gleichmässigen  Rotation  eine  Reihe  ganz  bestimmter 
Schwingungen  aus;  es  sind  also  die  Schwingungsausschläge  dieses  einen  Punktes  gegeben ; 
dagegen  ist  die  dort  angreifende  Kraft,  die  zur  Erzeugung  der  Schwingungen  der  Tacho- 
graphenmassen notwendig  ist,  zunächst  noch  unbekannt. 

Das  Interesse  konzentriert  sich  im  wesentlichen  aut  die  Fragen,  ob  der  Tacho- 
graph zur  Aufzeichnung  von  Schwingungen  d.  h.  hier  periodisch  verlaufenden  Ge- 
schwindigkeitsschwankungen geeignet  ist,  ferner  ob  er  diese  Schwankungen  für  alle 
Schwingungszahlen  richtig  oder  in  verschiedener  Verzerrung  wieder  gibt  und  endlich 
ob  I achogramme,  die  mit  verschieden  langen  Gurten  erhalten  wurden,  unter  sich  ver- 
gleichbar sind. 
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Um  die  analytische  Unter- 
suchung möglichst  leicht  verständ- 
lich und  einfach  zu  gestalten,  wollen 
wir  annehmen,  wir  hätten  es  nur 
mit  einer  Masse  zu  tun,  die  elastisch 
mit  einer  unendlich  grossen  Masse 
verbunden  ist,  welche  gegebene 
Schwingungen  ausführt.  (Siehe 
Figur  25.) 

Es  ergibt  sich  die  Beziehung: 


a T) : 1 


m tO“ 


a.r  : H oder 


m T co- 
H • £ 


H 


H • a 


co  ■ 


1 


Tigur  25. 


ferner  ist  P 


■P 


H • a 


H 


1 — 


H 


mT  • co- 


Der  reciproke  Wert  — des  Schwingungsausschlages  a,r  des  Tachographen  ist 

cl 

also  — ohne  Berücksichtigung  der  Dämpfung  — gegeben : 
a)  durch  ein  konstantes  Glied: 


b)  durch  ein  vom  Quadrat  der  Schwingungsgeschwindigkeit  co  abhängiges  Glied 
(Parabel). 

Zeichnet  man  ^ als  Funktion  von  co  auf,  so  ergibt  sich  Figur  26. 


Wie  daraus  ersichtlich,  wird  für  co 


coH  der  Wert  zu  0,  also  ax  unendlich 

cL 


gross;  für  diese  Winkelgeschwindigkeit  ist  nämlich 

1 • m T • co 2 • H 

Infolgedessen  wird  aucn  P unendlich. 

Eine  bestimmte  Dämpfung  (mechanische  Reibung,  Luftwiderstand)  ist  nun  immer 
vorhanden ; es  ergeben  sich  dann  statt  unendlich  grosser  Ausschläge  und  Kräfte  nur  solche 
von  endlicher  Grösse. 

Steigert  man  die  Schwingungs- 
zahl nur  noch  wenig  über  nH  ent- 
sprechend coB,  so  sieht  man  aus  der 

Figur  26  ohne  weiteres,  dass  ^ so- 

cl 

fort  stark  wächst  und  nach  unbe- 
deutender Steigerung  schon  viel  grössere 
Werte  als  für  co  — 0 annimmt,  d.  h.  es 
wird  dann  der  Schwingungsausschlag 
aT  des  Tachographen  äusserst  rasch 
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Tigur  26. 
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abnehmen  und  nach  ganz  kurzer  Zeit  werden  auf  dem  Tachogramm  überhaupt  keine 
Schwingungen  mehr  verzeichnet  werden. 

Erniedrigt  man  die  Schwingungszahl  unter  n»  ungefähr  bis  auf  n A entsprechend 

co  v,  so  sieht  man,  dass  hier  nicht  mehr  sehr  viel  von  entsprechend  co  0 ver- 

a a0 
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schieden  ist.  Daraus  lässt  sich  die  Brauchbarkeit  des  Systems  Tachograph  mit  Band- 
antrieb ermitteln : 

Für  niedrige  Schwingungszahlen  (bis  etwa  n A)  werden  die  Schwingungsgeschwindig- 
keiten annähernd  richtig  dargestellt;  geht  man  mit  der  Schwingungszahl  in  die  Höhe,  so 
werden  sie  verzerrt.  Diese  Vergrösserung  erreicht  ihren  Grösstwert  für  n = nB;  sodann 
nehmen  die  Ausschläge  äusserst  rasch  ab  und  nähern  sich  Null.  Der  mit  Band  ange- 
triebene Tachograph  ist  also 

1.  für  die  Feststellung  von  Drehschwingungen  sowohl  des  ganzen  Systems  wie 
der  einzelnen  Systemteile  untereinander  und 

2.  für  die  Ermittlung  der  Grösse  bezw.  Geschwindigkeit  der  Schwingungsausschläge 
nur  brauchbar  unterhalb  n = nA. 

Zwischen  nA  und  nc  eignet  er  sich  zwar  noch  für  die  Feststellung  von 
Schwingungen,  aber  nicht  mehr  zur  Bestimmung  ihrer  Grösse. 

Ueber  n — nc  versagt  er  vollständig.  Das  Tachogramm  erscheint  dann  als 
gerade  Linie.  Diese  Folgerungen  sind  durch  die  Praxis  in  vollem  Umfang  bestätigt 
worden.  . Ermittelt  man  für  ein  bestimmtes  Motorsystem  nach  der  später  zu  erörternden 
Methode  unter  Berücksichtigung  der  Dämpfung  die  Schwingungsausschläge,  so  zeigt 
sich,  dass  für  niedrige  Schwingungszahlen  etwa  bis  n = 200  der  aus  dem  Tachogramm 
ermittelte  Schwingungsausschlag  recht  befriedigend  mit  dem  theoretisch  ermittelten 
übereinstimmt;  von  n = 250  bis  n = 350  ergibt  die  Theorie  bezw.  die  graphische 
Konstruktion  entschieden  kleinere  Werte  als  der  Tachograph ; das  Maximum  des  Unter- 
schiedes liegt  bei  n - 300.  Alle  Schwingungen,  deren  Schwingungszahlen  über  n — 600 
liegen,  gleichviel  welcher  Grösse  ihre  Ausschläge  sind,  vermag  der  Tachograph  nicht 

mehr  aufzuzeichnen.  Natürlich  gel 
ten  die  eben  angegebenen  Zahlen  nur 
für  bestimmte  Fälle;  sie  verschieben 
sich  namentlich,  je  nachdem'  das 
Band  länger  oder  kürzer  ge- 
wählt wird,  bezw.  je  nach  dem  Quer- 
schnitt und  dem  Zugelastizitätsmodul 
des  Bandes  und  je  nach  der  Masse 
des  Tachographen  und  nach  dem 
Ueberset  Zungsverhältnis. 

An  Hand  der  Tachogramme  a 
bis  f kann  man  diese  Verzerrungen 
deutlich  erkennen.  Alle  Tacho- 
gramme rühren  von  einem  Sechs- 
cylinder-Viertakt-Motor  her  und  sind 
an  derselben  Stelle  bei  verschiedenen 
Tourenzahlen  abgenommen  worden. 
Betrachtet  man  aber  die  Tacho- 
gramme a,  b,  c,  so  könnte  es 
scheinen,  als  ob  man  es  nicht  mit 
einem  Sechscylinder  Viertakt-Motor, 
sondern  mit  einem  Dreicylinder-Vier- 
takt-Motor  zu  tun  hätte,  trotzdem 
die  gleichzeitig  an  allen  sechs  Cy- 


77  = -7S3 
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lindem  abgenommenen  Indikatordia- 
gramme nur  sehr  wenig  unter  sich 
verschieden  waren.  Bei  den  Tacho- 
grammen e,  f dagegen  könnte  man  zur 
Ansicht  kommen,  dass  der  Gang  des 
Motors  ein  ganz  ungewöhnlich  gleich- 
förmiger wäre.  Hier  hat  man  aber  ge- 


rade im  Gegenteil  eine  kritische  Tourenzahl  und  demzufolge  sehr  ungleichmässigen 
Gang  des  Motors  gehabt,  der  sich  sowohl  durch  starkes  Rasseln  als  auch  durch  sehr 
heftiges  Hin-  und  Herschwingen  des  den  Tachographen  antreibenden  Bandes  bemerkbar 
machte.  An  Hand  der  vorhergehenden  Ableitungen  erklären  sich  beide  Erscheinungen 
ohne  weiteres.  Bei  n ; - 1,5  • 200  = 300  waren  wir  gerade  in  der  Gegend  der  niedrigsten 
Eigenschwingungszahl  des  Tachographen.  Es  wurden  also  die  kleinen  Schwingungen 
n/2  Ordnung,  die  bei  genau  gleichen  Indikator-Diagrammen  und  gleichen  Schwingungs- 
ausschlägen den  einzelnen  Kurbeln  gleich  Null  sein  müssten,  stark  vergrössert. 

Bei  den  kritischen  Tourenzahlen  n 350  bezw.  n = 390  war  die  Schwingungs- 
zahl der  nun  alle  anderen  Schwingungen  weit  überragenden  Schwingung  n 2660  bezw. 
1160.  Diese  sehr  rasch  verlaufenden  Schwingungen  konnte  aber  der  Tachograph  nicht 
mehr  aufzeichnen ; die  hier  viel  schwächeren,  langsam  verlaufenden  Schwingungen 
wurden  durch  das  infolge  der  kritischen  Schwingung  enstandene  Hin-  und  Herzittern 
des  Bandes  gestört.  Es  musste  also  ungefähr  eine  gerade  Linie  erscheinen. 

Nun  wollen  wir  noch  die  Drehschwingungen  einer  Welle  betrachten,  deren  eines 
Ende  fest  ein  gespannt  ist,  während  das  andere  freie  Ende  eine  Masse  tragen  soll, 
auf  die  eine  beliebige  periodische  Kraft  wirken  möge.  Natürlich  kann  dieser  Fall  auch 
dahin  abgeändert  werden,  dass  mehrere  Massen  und  mehrere  periodische  Kräfte  in 
frage  kommen.  Um  aber  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  wollen  wir  uns  damit  begnügen, 


44 


den  schon  genannten  einfachsten  Fall  zu  betrachten,  zumal  nur  dieser  technisch  noch 
eine  Rolle  spielt. 

Wir  erhalten  folgende  Beziehung  aus  dem  Zusammenwirken  von  Kräfte-  und 
Schwingungspolygon : 

(m  co2  a — P) : H ==  a : 1 oder  a (1  m co2  — H)  = P • 1 


aus  coe 


oder  bei  gegebener  Eigenschwingungszahl  die  Länge  bezw.  das  Träg- 


Setzt  man  P =.  0,  so  erhält  man  die  Gleichung:  1 • m co2  = H,  aus  welcher 
sich  entweder  bei  gegebener  Länge  und  Trägheitsmoment  die  Eigenschwingungszahl 
H 

l • m 

heitsmoment  bestimmen  lassen. 

Ferner  fragt  man  nach  der  Art  der  Abhängigkeit  der  Ausschläge  von  der 
Schwingungszahl  bei  gegebener  Kraft.  Man,  erhält: 

1 m • co2  H 

p~n 

also  genau  wie  vorher  ausser  einem  konstanten  Glied  eine  Parabel. 

Naturgemäss  gelten  daher  die  beim  vorigen  Falle  erkannten  Beziehungen,  sowie 
die  dort  verzeichnete  Figur  26  ohne  weiteres  auch  für  diesen  Fall,  wenn  man  an  Stelle 


von  --  den  Wert  - und  an  Stelle  von  , , IB— 
aP  P • 1 H • a, 


den  Wert  ~ setzt. 


Die  Abhängigkeit  der  Kraft  ergibt  sich  bei  gegebenem  Ausschlag  zu: 

a 


m co  ■ 


H • 


1 


Man  erhält  also  hier  wieder  eine  Parabel  und  ein  konstantes  Glied,  die  zusammen 
zu  Null  werden  beim  Erreichen  der  Eigenschwingungszahl.  Auch  hier  zeigt  sich  wieder, 
dass  schon  nach  geringem  Ueberschreiten  der  Eigenschwingungszähl  sofort  die  Kraft 
sehr  rasch  anwächst,  die  nötig  ist,  um  den  konstanten  Ausschlag  a der  Masse  m zu 
erzielen. 


Nun  wollen  wir  wieder  zu  der  analytischen  Untersuchung  der  Ver- 
hältnisse für  den  Fall  zweier  durch  eine  elastische  Welle  verbundenen  Massen  und 
einer  irgendwo  an  der  Welle  angreifenden  Kraft  übergehen. 

Es  soll  noch  die  Gleichung  5 a von  Seite  35  uns  zeigen,  was  wir  für  den  Fall  P = co 
bei  gegebenem  endlichen  Schwingungsausschlag  ax  zu  erwarten  haben.  Man  erhält  hier: 


1 


m 2 co2  12 

H 


oder  12  = 


H 

m2  • co2- 


Ist  also  ausserdem  noch  12  gegeben,  so  wird 


Damit  sind  wir  aber  auf  die  Formel  für  die  Eigenschwingungszahl  einer 
im  Kraftangriffspunkte  fest  ein  gespannten  Welle  (von  der  Länge  12  und 
mit  einer  Masse  m2)  gelangt.  Es  ist  klar,  dass  man  durch  bloses  Vertauschen  der 
Indices  in  Figur  21  die  Formel  für  die  Eigenschwingungszahl  einer  fest  eingespannten 
Welle  mit  lx  und  Masse  mx  erhalten  würde.  Man  sieht  also,  dass  man  für  diesen  Fall 
eine  unendlich  grosse  Kraft  einer  festen  Einspannung  gleichwertig  erachten  kann.  Ist 


Kraft  P von  endlicher  Grösse,  so  wird  dafür: 


- 1 + 


m ■>  co  2 • 1 2 

H 


0 


aber  für  co 


und,  weil  der  Klammerausdruck  (m  t -f-  m$)co2  — 12  1„  • co’  nicht  Null  sein  kann, 

so  wird  auch  aL  0;  dann  wird  auch  nach  Gleichung  1 und  2 ap  — 0. 
a.)  ermittelt  sich  dann  aus 


P +1112  CO 


a.) 


0 


Das  heisst:  a2  ist  der  Kralt  P direkt 
proportional.  Man  erhält  dann  die 
Schwingungsform  nach  Figur  27. 

Auch  für  den  allgemeinen  Fall  mit 
beliebig  vielen  Massen  bereitet  die  Unter- 
suchung keine  Schwierigkeiten. 

Befindet  sich  nämlich  in  F i g ur  28 
Systemteil  WZ  in  diesem  Zustand  — 
den  wir,  weil  nur  ein  Teil  des  Systems 
schwingt,  der  andere  dagegen  ganz 
schwingungslos  bleibt,  als  Teil- 
schwingung bezeichnen  wollen  — , 
so  muss 


flgur  27. 

Schvingvngsform  und Kräfte poi ygon  btt  einer 
mdb  ^ Teitsdjuingung  mit  zvei 
Massen. 


flgur  28. 

iScJ/v/ngungrsform  und  K rafie polygon  bei  einer 
Teitscbvinguny  mii  mehreren Ma ssen . 

Z -u 


1.  die  Summe  aller  Kräfte  von  Z bis  W d.  h.  in  unserem  Falle 

P — [-f  m x co 2 • ax  -(-  m y co 2 • a v -f  mz  w2az] 

gleich  Null  sein, 

2.  die  Schwingungsform  im  Kraftangriffspunkte  die  Nullinie  treffen.  Sind  aber 
beide  Bedingungen  erfüllt,  so  ist  klar,  dass  dann  die  Schwingungsform  von  W an  bis  A 
mit  der  Nullinie  zusammenfallen  muss.  Es  fragt  sich  nur  noch,  wie  viele  solcher 
Teilschwingungszahlen  wir  im  einzelnen  Fall  erhalten.  Nehmen  wir  den  oben  ange- 
deuteten Fall  her  mit  den  drei  Massen  mx,  my  und  mz  und  bestimmen  wir  mit  Hilfe 
der  Schwingungsform  und  der  eben  angegebenen  Gleichung  1 die  Werte  ax,  ay,  a2, 
so  erhalten  wir  in  abgekürzter  Schreibweise: 

a x — P • k 

ay  - P (k x -f  k2  • co2) 
a z P (c  i -j-  c 2 • co  2 -)-  c 3 - co  1 ) 

Unter  Benützung  dieser  Werte  erhält  man  : 

P = P • (a  • 03 2 -f-  b ■ co4  -f-  c • coG)  d h. 

eine  Gleichung  3.  Grades  in  co2  mit  3 reellen  Wurzeln.  Wir  erhalten  also  in  diesem 
Falle  so  viele  Teilschwingungen,  als  Massen  vorhanden  sind.  Aber  auch  für  jeden 
anderen  Fall  liefert  die  analytische  Untersuchung  das  gleiche  Bild.  Zu  bemerken  ist, 
dass  nicht  bloss  der  Systemteil  rechts  vom  Kraftangriffspunkt,  sondern  auch  der  System- 
teil links  davon  in  Teilschwingungen  geraten  kann,  so  dass  auch  für  das  ganze  System 
bei  gegebenem  Kraftangriffspunkte  die  Anzahl  der  Teilschwingungen  der  Anzahl  der 
Massen  gleichkommt.  Diese  Teilschwingungen  dürfen  natürlich  nicht  etwa  mit  den 
freien  Schwingungen  des  ganzen  Massensystems  auf  eine  Stufe  gestellt  werden,  wohl 
aber  entsprechen  sie,  was  ihre  Winkelgeschwindigkeit  anbelangt,  völlig  den  freien 
Schwingungen  einer  im  Angriffspunkte  fest  eingespannten  Welle  mit  gleicher  Massen- 
verteilung. 

Praktisch  sind  diese  Teilschwingungen  allerdings  nur  von  untergeordneter  Be- 
deutung. Immerhin  können  Fälle  eintreten,  wo  es  wünschenswert,  ist,  nicht  bloss  einen 
Punkt  des  Systems,  sondern  einen  ganzen  Teil  desselben  frei  von  den  grösseren 
Schwingungen  zu  bekommen.  Dann  empfiehlt  es  sich,  die  Anordnung  so  zu  treffen, 
dass  der  andere  Systemteil  in  Teilschwingung  gerät.  Wünschenswert  ist  eine  solche 
Anordnung  nicht  bloss  wegen  des  hohen  Gleichförmigkeitsgrades,  sondern  auch  wegen 
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der  viel  geringeren  Verdrehungsbeanspruchung  in  diesem  Systemteil,  wobei  allerdings 
zu  beachten  ist,  dass  der  andere  Systemteil  dann  unter  Umständen  entsprechend  stärker 
beansprucht  wird. 

Die  Aufsuchung  der  Teilschwingungszahlen  soll  zusammen  mit  der  Bestimmung 
der  Eigenschwingungszahlen  einer  einerseits  fest  eingespannten  Welle  durchgeführt 
werden.  Zuvor  soll  noch  kurz  die  Bestimmung  der  Schwingungsform  einer  an 
einem  Ende  a e i n ge  sp  an  n t e n Welle  mit  beliebig  vielen  Massen  und  äusseren 
Kräften  angegeben  werden.  Da  der  Ausschlag  bei  a gleich  Null  sein  muss,  so  ist  hier 
nicht  der  Anfangsausschlag,  sondern  die  Neigung  der  zunächst  folgenden  Seileckseite 
verschieden  zu  wählen.  Aus  dem  Schnitt  der  Endtangenten  erhält  man  gerade  so  wie 
bei  der  frei  drehbar  gelagerten  Welle  durch  Ziehen  einer  Horizontalen  den  richtigen 
Ausschlag  des  anderen  Endes  b.  Fängt  man  dagegen  mit  dem  Ende  b an,  so  hat  man 
durch  den  für  zwei  verschiedene  Fälle  erhaltenen  Schnitt  der  bei  a befindlichen  letzten 
Seileckseiten  eine  Linie  so  zu  ziehen,  dass  sie  durch  das  auf  der  Nullinie  liegende  Ende 
a geht,  wodurch  man  die  richtige  Neigung  dieser  Seileckseite  erhält,  worauf  sich  sofort 
die  wirkliche  Schwingungsform  konstruieren  lässt. 

Die  Ermittelung  der  Eigenschwingungszahlen  für  die  einerseits  ein  gespannte 
Welle  ergibt  sich  aus  dem  Gesagten  ohne  weiteres  mit  Hilfe  der  Rn-Kurve. 

Uebrigens  entbehren  Teilschwingungen  und  Eigenschwingungen  nicht  eines  ge- 
wissen Zusammenhanges. 

In  Figur  29  sind  unter  Voraus- 
setzung gleich  grosser  Schwingungs- 
ausschläge die  Schwingungsformen  und 
die  dazu  gehörigen  Kräftepolygone 
für  ein  System  von  zwei  Massen  ein- 
gezeichnet. Die  lateinischen  Buch- 
staben beziehen  sich  dabei  auf  die 
Schwingungen  der  Masse  m?,  die 
arabischen  Ziffern  aber  auf  die  Schwin- 
gungen der  Masse  mx  Zunächst  sieht 
man,  dass,  um  einen  bestimmten 
Schwingungsausschlag  hervorzurufen, 
die  erforderliche  Kraft  um  so  geringer 
wird,  je  grösser  die  'in  Betracht  kom- 
mende Wellenlänge  ist.  Kraft  und 
Wellenlänge  stehen  also  in  umgekehr- 
ter Proportion.  Das  Bild  ändert  sich 
nur  dann  etwas,  wenn  die  Wellenlänge 
noch  grösser  wird  als  die  Entfernung 
10  der  beiden  Massen,  weil  dann  zu  der 
einen  Massenkraft  die  Trägheitskraft 
der  anderen  Mas-.e  hinzutritt. 

Ausserdem  ist  noch  der  Fall  3 oder  c beachtenswert.  In  diesem  \ 

Falle  sind  im  Kräftepolygon  die  Trägheitskräfte  T3  und  Tc  gleich  gross  \ 
und  entgegengerichtet,  die  entsprechenden  Neigungslinien  sind  parallel. 

Die  hier  auf  eine  Linie  vereinfachte  Schwingungsform  fällt  für 

beide  Massen  gerade  zusammen.  Zur  Aufrechterhaltung  dieser  Teilschwingungen 

ist  also  keine  äussere  Kraft  nötig,  vielmehr  bilden  sich  die  Massen  selbst 


flt?ur29. 
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durch  die  Trägheit  gegenseitig  äussere  Kräfte.  Wir  haben  also  den  Fall  der  Eigen- 
schwingungen, deren  Schwingungszahlen  sich  demzufolge  auch  definieren  lassen  als  die  Dreh- 
zahlen, bei  welchen  sowohl  der  rechts  als  auch  der  links  vom  Kraftangriffspunkt  liegende 
Systemteil  gleichzeitig  Teilschwingungen  ausführen  kann. 

Wie  man  ferner  aus  der  Figur  ersehen  kann,  liegen  die  Teilschwingungszahlen 
um  so  näher  bei  den  Eigenschwingungszahlen,  je  näher  der  Kraftangriffspunkt  mit  dem 
Schwingungsknotenpunkt  der  freien  Schwingung  zusammenfällt. 

Das  Charakteristikum  für  Teilschwingungen  ist  allgemein,  dass  die  an  dem  in 
Schwingung  befindlichen  Systemteile  angreifenden  harmonischen  Kräfte  (PXi  m co2  a)  für 
sich  Null  ergeben,  so  dass  also  beim  Uebergang  in  den  schwingungslosen  System- 
teil die  Tangente  an  die  Schwingungsform  horizontal  wird.  Als  äussere  Kraft  kommt 
nur  die  im  Schnittpunkt  der  Schwingungsform  mit  der  Nullinie  angreifende  Kraft  vor. 
Alle  an  anderen  Punkten  angreifenden  Kräfte  dagegen  liefern  keinen  Beitrag  zu  den 
Teilschwingungen. 


Die  Abhängigkeit  der  Schwingungs-Ausschläge  von  den  erregenden 

Kräften 

Für  den  Fall  zweier  Massen  und  einer  Kraft  ist  schon  im  vorhergehenden 
Kapitel  festgestellt  worden,  dass  die  Ausschläge  linear  abhängen  von  der  erregenden 
Kraft.  Dasselbe  findet  man  auch  für  beliebig  viele  Massen.  In  Figur  30  sei  ein  be- 
liebiger Teil  einer  Schwingungsform  irgend  eines  Massensystems  und  der  zu  diesem 
gehörige  Teil  des  Kräftepolygons 
herausgezeichnet.  Der  Schnittpunkt 
der  Verbindungslinie  der  beiden 
Massen  mu  und  mn  i l mit  der  Null- 
linie sei  S ; der  Pol  des  Kräftepoly- 
gons sei  mit  0 bezeichnet.  Nun 
multiplizieren  wir  die  Ausschläge 
aller  Massen  und  Kraftangriffspunkte 
mit  einem  beliebigen  aber  gleich- 
bleibenden Koeffizienten  k,  wodurch 
wir  eine  Schwingungsform  erhalten,  deren  einzelne  Strecken  die  Nullinie  aber  in  den 
gleichen  Punkten  S scheiden,  in  denen  für  die  entsprechenden  Strecken  der  früheren 
Schwingungsform  der  Schnitt  erfolgte;  da  naturgemäss  die  Trägheitskräfte  into2-  a 
wegen  des  vergrösserten  Abstandes  mit  dem  gleichen  Koeffizienten  zu  multiplizieren 
sind,  so  müssen  nach  dem  Paralleltransversalensatz  entsprechende  Seilstrahlen  in  beiden 
Polygonen  parallel  sein,  vorausgesetzt,  dass  nur  Trägheitskräfte  am  Massensystem  wirken. 
Wirkt  ausserdem  noch  eine  harmonische  Kraft,  so  ist  auch  sie,  um  die  Bedingung  des 
Parallelismus  zu  erfüllen,  mit  dem  gleichen  Koeffizienten  zu  multiplizieren,  worauf  sich 
dann  von  selbst  das  Kräftepolygon  schliesst,  bezw.  die  Endtangenten  der  Schwingungs- 
form horizontal  werden.  Man  sieht  also,  dass  die  Ausschläge  an  irgend  einer  Stelle 
des  Massensystems  linear  abhängig  von  der  erregenden  Kraft  sind,  worauf  schon 
Gümbel  in  seiner  grundlegenden  Veröffentlichung  in  der  Zeitschrift  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure  Jahrgang  1912  hingewiesen  hat. 

Falls  gleichzeitig  mehrere  an  verschiedenen  Stellen  angreifende  Kräfte  wirken 
und  man  den  Einfluss  einer  Veränderung  einer  Kraft  Pn  auf  die  verschiedenen  Aus- 


Schläge  untersuchen  will,  so  ist,  vorausgesetzt,  dass  die  für  alle  Kräfte  resultierende 
Schwingungsform  schon  verzeichnet  ist,  zunächst  für  den  Fall  Pn  gleich  Null  die  resul- 
tierende Form  zu  ermitteln.  Ist  nun  für  Pn  — Pn  für  irgend  eine  Masse  mx  der  Schwingungs- 
ausschlag aXj  und  für  Pn  gleich  Null  eben  dieser  Ausschlag  aX()  so  wird  für  Pn  — Pll9 

pn 

dieser  Wert  ax,  = aX()  + (aXl  — aX())  ■ 


Der  Einfluss  gleich  grosser  an  verschiedenen  Kurbeln  angreifender 
Kräfte  auf  die  Grösse  der  Schwingungs-Ausschläge. 

In  der  Praxis  kommt  fast  immer  der  Fall  vor,  dass  man  es  mit  mehreren 
harmonischen  Kräften  von  gleicher  Periodenzahl  zu  tun  hat.  Man  denke  zum  Beispiel 

Hier  ist  es  sehr  naheliegend,  die 
Sechscylinder-Tangentialdruck- 
diagramm  zu  ermitteln  und  die- 
selben sich  dann  etwa  in  der 
Mitte  des  Motors  angebracht 
zu  denken.  Dieses  Verfahren 
kann  aber  durchaus  nicht  in 
allen  Fällen  als  hinreichende 
Annäherung  aufgefasst  werden. 
Ein  richtiges  Bild  bekommt  man 
vielmehr  erst  dann,  wenn  man 


an  eine  Sechscylinder- Verbrennungsmaschine ! 
harmonischen  Kräfte  einfach  aus  dem  resultierenden 

7/gur3L 

ßö/iängftjAe//  des  Gfchv/ngungsaussch/ages  von  der 
\La^e  des  Kraf/angr/fspunk/es  ie/M’/ireyZ-Miscft/nen 
Maße  fab-  Längen  /%  ■ 3 cm. 

f) us sch  läge  /%  • ///500  cm. 

/iomon/a/aug  f%  • L.  /Os/fg 
Kräfte  /%>  0ft/g 

\D>e  Khtssch/äge  s/oc/gemessenam/ftbe/arm  r=2o 


KeMessroaer  meiner,  JfM  ^ harmonischen  Kräfte,  SO 

wie  sie  tatsächlich  wirken,  an 


//fasse  e 9s  Tfofons  ■ 32  36  Ajj/  ^ 


Die  Figuren  31,  32  und  33  sind  im  Mass- 
stabe  1 : 2 verkleinert. 


den  einzelnen  Cylindern  für 
sich  angreifen  lässt.  Es  ist 
wohl  zu  beachten,  dass  ein 
und  dieselbe  harmonische 
Kraft,  je  nachdem  sie  auf  die 
erste  oder  die  letzte  oder  eine 
mittlere  Kurbel  einwirkt,  ganz 
verschiedene  Ausschläge 
sowohl  der  einzelnen  Kurbeln, 
wie  auch  der  daran  anschliessen- 
den Schwungmassen  (Rotor, 
Seilscheibe  etc.)  zur  Folge  hat. 
Ausser  von  der  Lage  des 
Kraftangriffspunktes  ist  diese 
Verschiedenheit  ganz  wesent- 
lich durch  die  Höhe  der  Schwin- 
gungszahl bestimmt.  Schon  bei 
verhältnismässig  recht  niedrigen 
Schwingungszahlen  macht  sich 
ein  unerwartet  grosser  Ein- 
fluss der  Lage  des  Kraftangriff- 
punktes geltend.  Bei  höheren 
Schwingungszahlen  kann  es  vor- 
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kommen,  dass  gleich  grosse  und  gleichgerichtete  an  den  beiden  äussersten  Kurbeln  an- 
greifende Kräfte  entgegengesetzte  Ausschläge  hervorrufen,  mit  anderen  Worten : die 
von  beiden  gleichgerichteten  Kräften  herrührenden  resultierenden  Ausschläge  sind 
nahezu  Null,  während  bei  entgegengesetzter  Richtung  der  beiden  Kräfte  die  Ausschläge, 
statt  sich  aufzuheben,  sich  sogar  verdoppeln.  In  den  Figuren  31  bis  34  ist  diese 
Untersuchung  für  einen  Sechscylinder-Motor  mit  in  möglichst  kurzer  Entfernung  an- 
gebauter Dynamo  durchgeführt.  Gerade  diese  Anordnung  bietet  ein  Schulbeispiel 
dafür,  dass  auch  bei  tunlichst  kleinen  Schwungmassen  und  möglichst  kurzen  Wellen- 
längen das  elastische  Verhalten  des  Systems  eine  bedeutende  Rolle  spielt.  Schon  bei 
der  ziemlich  niedrigen  Fre- 


quenzzahl von  1595  ist  der 
hauptsächlich  interessierende 
Schwingungs-Ausschlag  an  der 
Dynamo  für  die  beiden  An- 
griffspunkte der  Kräfte  wesent- 
lich verschieden.  Bei  der  Fre- 
quenzzahl von  3190  besitzen  die 
beiden  Dynamo-Ausschläge  so- 
gar entgegengesetzte  Richtung. 
Diese  Frequenzzahl  ist  aber 
auf  alle  Fälle  entschieden  noch 
in  Betracht  zu  ziehen,  denn 
die  2.  harmonische  Kraft  des 
Sechscylinder  Motors,  die  von 
ganz  beträchtlicher  Grösse  ist, 
liefert  für  n 400  eine  Fre- 
quenzzahl von  ne  2400, 
während  sich  für  die  4.  Har- 
monische, die  ebenfalls  noch 
Beachtung  verdient,  n e 4800 
ergibt.  Bei  einer  Schwingungs- 
zahl von  n = 5200  endlich 
sind  die  Schwingungs  - Aus- 
schläge nicht  bloss  des  Rotors, 
sondern  auch  fast  aller  Cylinder 
für  die  bei  den  an  den  äussersten 
Kurbeln  angreifenden  gleich- 
gerichteten Kräfte  entgegen- 
gesetzt gerichtet. 


figur  32. 


Figur  53. 


Aus  der  dadurch  gewonnenen 
Erkenntnis,  dass  entgegen  ge- 
setzt gerichtete  Kräfte  in  ihren 
Wirkungen  sich  nicht  aufheben, 
sondern  unter  Umständen  sich 
sogar  addieren,  folgt  weiter, 
dass  es  nicht  genügt,  die  har- 
monischen Kräfte  aus  dem 
resultierenden  Drehkraft- 


c Tcf/vingungszabl-  5200. 
a P--96ooAg/  in  Pur  bei  IvirJieno! 
i P--96oofyg  in /(urbel  6 wirkend. 
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diagramm  zu  ermitteln.  Man  hat  vielmehr 
die  Drehkraftdiagramme  der  einzelnen  Cy- 
linder  gesondert  zu  analysieren  und  nicht 
bloss  phasengleiche,  sondern  auch  phasen- 
verschiedene Kräfte  in  den  Kreis  der  Be- 
trachtung zu  ziehen.  So  kommen  zum 
Beispiel  für  den  Sechscylinder-Motor  nicht 
nur  die  harmonischen  Kräfte  3.,  6.,  9.,  12. 
Ordnung  — die  Ordnung  auf  die  Umdrehungs- 
zahl bezogen  — in  Betracht,  sondern,  wenn 
man  genau  sein  will,  alle  Ordnungen  des 

Eincylinder-Motors  also  1 /s,  1,  U/2 

6,  ßVg,  7,  7O2  u.  s.  f.  Da  beim  Sechs- 
cylinder-Vi  e rt  a kt- Motor  die  beiden  mitt- 
leren Kurbeln  unter  0°  versetzt  sind,  der- 
selbe also  aus  zwei  um  360°  in  der  Phase 
verschiedenen  Dreicylinder-Motoren  besteht, 
so  sind  hauptsächlich  die  Ordnungen  des 
Sechs-  und  des  Dreicylinder-Motors  zu  be- 
achten: also  1 1/2,  3,  40/2,  6,  7^2,  9,  10 ^2, 
12.  Auch  experimentell  hat  sich  gezeigt, 
dass  diesen  Ordnungen  entschieden  Be- 
achtung geschenkt  werden  muss,  wie  man 
an  Hand  der  früher  angegebenen  kritischen 
Tourenzahlen  verschiedener  Motoren  erkennt. 
Ausserdem  zeigt  sich  der  Einfluss  phasen- 
verschiedener Kräfte,  die  an  verschiedenen  Kurbeln  angreifen,  sehr  deutlich  an  Hand 
von  Tachogrammen.  Man  erkennt  hier  ausser  den  obengenannten  Ordnungen  recht 
gut  noch  die  Wirkungen  der  Kräfte  2.  und  4.  Ordnung,  die  für  den  Sechscylinder- 
Motor,  wenn  das  elastische  Verhalten  der  Welle  nicht  in  Frage  käme,  auch  gleich  Null 
sein  müssten.  Höhere  Ordnungen  lassen  sich  hauptsächlich  wegen  des  Versagens  des 
Tachographen  schon  bei  ziemlich  niedrigen  Frequenzzahlen  nicht  mehr  erkennen. 

Ferner  ersieht  man  aus  dem  entgegengesetzten  Verhalten  zweier  an  ver- 
schiedenen Cylindern  wirkenden  Kräfte,  dass  für  sehr  hohe  Frequenzzahlen  der  Einfluss 
gleichgerichteter  Kräfte  im  allgemeinen,  auch  wenn  man  die  Dämpfung  ausser  Acht 
lässt,  verhältnismässig  gering  sein  wird. 

Einer  besonderen  Berücksichtigung  bedarf  noch  der  Fall,  dass  man  es  gerade 
mit  Teilschwingungen  z.  B.  des  von  Kurbel  1 bis  Kurbel  6 reichenden  Systemteiles  zu 
tun  hat.  In  diesem  Falle  vermag,  wie  schon  an  anderer  Stelle  erläutert,  eine  in  Kurbel  6 
angreifende  Kraft  überhaupt  keine  Schwingungs- Ausschläge  der  ausserhalb  befindlichen 
Massen  hervorzubringen,  trotzdem  die  Ausschläge  der  verschiedenen  Kurbeln  recht  be- 
trächtliche sein  können.  Andererseits  kann  der  Fall  eintreten,  dass  der  über  Kurbel  6 
hinausragende  Systemteil  gerade  in  Teilschwingung  ist.  Dann  tritt  die  umgekehrte  Er- 
scheinung auf:  Trotz  kräftiger  Schwingungs-Ausschläge  der  übrigen  Massen  sind  die 
Schwingungs-Ausschläge  der  einzelnen  Kurbeln  Null.  Man  sieht  daraus  namentlich, 
dass  man  bei  verwickelteren  Massenanordnungen  von  dem  experimentell  festgestellten 
Schwingungs-Ausschlag  einer  Masse  ohne  Kenntnis  der  Schwingungsform  nur  schwer 
auf  die  Ausschläge  der  übrigen  Massen  schliessen  kann. 
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Vereinfachte  Bestimmung  der  Schwingungsform 

Wenn  auch  die  allgemeine  Bestimmung  der  Schwingungsform  nach  dem  eingangs 
angegebenen  Verfahren  schon  recht  einfach  erscheint,  so  lässt  sie  sich  doch  in  einer 
sehr  grossen  Reihe  von  Fällen  noch  weiter  vereinfachen.  Als  solche  Fälle  kommen 
allejene  Anordnungen  in  Betracht,  bei  welchen  die  das  Massensystem  beeinflussende  Kraft 
am  Ende  des  Systems  angreift,  also  der  Hauptsache  nach  alle  jene  Ein-,  Zwei-,  Drei-  und 
Viercylinder-Motoren,  bei  denen,  wie  das  fast  ausnahmslos  der  Fall  ist,  die  Kraft  nur 
nach  einer  Seite  hin  fortgeleitet  wird  und  bei  denen  die  Massen  nur  auf  dieser  Seite 
des  Motors  sitzen.  Ausserdem  kommen  dann  auch  Sechs-  und  Mehrcylinder-Motoren 
in  Frage,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Schwingungs-Ausschläge  für  niedrige  Frequenz- 
zahlen zu  ermitteln,  wenn  man  sich  also  in  hinreichender  Annäherung  die  reduzierten 
Massen  aller  Kurbeln  und  ebenso  die  an  den  verschiedenen  Kurbeln  wirkenden 
harmonischen  Kräfte  in  einem  Punkte  vereinigt  denken  kann. 

In  dieser  Mehrzahl  aller  Fälle  beginnt  man  mit  dem  dem  Kraftangriffspunkte 
entgegengesetzten  Ende  des  Massensystems,  wählt  den  Schwingungs-Ausschlag  der 
letzten  Masse  beliebig  — am  besten  so,  wie  man  nach  der  Erfahrung  an  anderen 
Wellen  vermutet  — und  führt  dann  die  Konstruktion  der  Schwingungsform  bis  zum 
Kraftangriffspunkt  durch.  Damit  dort  die  Endtangente  horizontal  wird,  hat  man  eine 
bestimmte  Kraft  P'  dort  anzubringen,  deren  Grösse  man  direkt  aus  dem  Kräftepolygon 
ablesen  kann.  Mit  anderen  Worten:  die  so  erhaltene  Schwingungsform  mit  dem  will- 
kürlich gewählten  Schwingungs-Ausschlag  der  letzten  Masse  gilt  zwar  nicht  für  die 
vorgesehene  Kraft  P ; für  diese  erhält  man  aber  wegen  der  linearen  Abhängigkeit  der 
Ausschläge  von  der  Kraft  sofort  die  richtigen  Ausschläge,  wenn  man  die  für  die 

P 

Kraft  P'  erhaltenen  Ausschläg-e  mit  ^ reduziert. 

^ P' 

Greift  die  äussere  Kraft  nicht  an  einem  Ende  des  Systems,  sondern  irgendwo  in 
der  Mitte  an,  so  nimmt  man  für  beide  Enden  beliebige  geeignete  Ausschläge  an  und 
konstruiert  sowohl  von  rechts  als  auch  von  links  her  bis  zum  Kraftangriffspunkte  weiter, 
sorgt  dann  durch  passende  Reduktion  der  Ausschläge  der  einen  Seite  dafür,  dass  im 
Kraftangriffspunkt  für  beide  Schwingungsformen  derselbe  Ausschlag  entsteht,  und  reduziert 
P 

dann  wieder  mit  — , um  die  durch  die  Kraft  P hervorgerufenen  Ausschläge  zu  erhalten. 

Man  kann  also  für  alle  in  Betracht  kommenden  Massenanordnungen  die 
wahren  Ausschläge  der  einzelnen  Massen  durch  einmalige  D u r ch  k o n s t r uk  ti  o n 
ermitteln. 

Ein  Beispiel  für  diese  Art  der  Ermittlung  der  Schwingungsform  findet  sich  im 
Anhang  Seite  73.  Natürlich  wird  durch  dieses  Verfahren  die  eingangs  angegebene 
Konstruktion  der  Schwingungsform  mit  Hilfe  des  Schnittes  der  Endtangenten  nicht 
wertlos.  Sie  ist  namentlich  dann  von  Nutzen,  wenn  man  gleichzeitig  für  mehrere 
an  verschiedenen  Punkten  angreifende  phasengleiche  Kräfte,  deren  Angriffspunkte  beliebig 
zu  den  einzelnen  Massen  liegen,  die  Schwingungsform  ermitteln  will,  wenn  rnan  sich  also 
z B.  bei  einem  Mehrcylinder-Motor  nicht  für  die  von  den  einzelnen  frequenz-  und 
phasengleichen  Kräften  hervorgerufenen  Ausschläge  und  deren  Verschiedenheit  interessiert, 
sondern  nur  für  den  resultierenden  Gesamt-Ausschlag. 

Die  dämpfenden  Kräfte. 

In  den  vorhergehenden  Abschnitten  haben  wir  stets  angenommen,  dass  ausser 
den  Trägheitskräften  nur  noch  äussere  harmonische  Kräfte  von  bestimmter  Periode, 
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Grösse  und  Phase  an  dem  System  wirken.  In  fast  allen  technisch  wichtigen  Fällen 
sind  jedoch  nur  einige  dieser  Kräfte  bekannt,  während  andere  als  Funktion  des 
Schwingungsausschlages  und  wieder  andere  als  Funktion  der  Schwingungsgeschwindigkeit 
gegeben  sind.  Wir  wollen  nun  diejenigen  harmonischen  Kräfte,  die  von  vornherein 
gegeben  sind  und  nicht  erst  durch  die  Schwingungen  hervorgerufen  werden,  als  äussere 
erregende  Kräfte  bezeichnen.  Zu  diesen  gehören  die  Drehkräfte,  die  man  durch 
harmonische  Analyse  des  Drehkraftdiagrammes  erhält. 

Zu  den  erst  infolge  der  Schwingungen  entstehenden  äusseren  Kräften  gehören 
vor  allem  die  dämpfenden  Kräfte.  Als  solche  wollen  wir  alle  jene  Kräfte  bezeichnen, 
welche  die  mechanische  Schwingungsenergie  durch  Reibung  etc.  in  eine  andere  Energie- 
form namentlich  Wärme  umzuwandeln  suchen.  Nach  dieser  Definition  ergeben  sich 
für  den  Maschinenbau  folgende  dämpfende  Kräfte: 

1.  Der  Wasserwiderstand  an  den  Schaufeln  der  Propeller,  der  Turbinen  und 
Zentrifugalpumpen. 

2.  Der  magnetische  Widerstand  am  Anker  der  Dynamomaschinen  und  Elektro- 
motoren. 

3.  Der  Luftwiderstand  bei  Dynamos,  Schwungrädern  und  allen  sonstigen  in 
Bewegung  befindlichen  Teilen. 

4.  Die  innere  Reibung  des  Wellensystems. 

5.  Die  Lagerreibung  durch  das  Eigengewicht  des  ganzen  Systems. 

6.  Die  Lager-  und  Kolbenreibung  durch  den  konstanten  Arbeitsdruck. 

7.  Die  Lagerreibung,  die  von  den  über  den  konstanten  Arbeitsdruck  sich 
darüber  lagernden  harmonischen  Arbeitskräften  herrührt. 

8.  Die  Lager-  und  Kolbenreibung,  die  von  den  infolge  der  Schwingungen 
ausgelösten  Massenkräften  herrührt. 

9.  Der  Verlust  an  Schwingungsenergie  infolge  von  Stössen,  die  im  Kurbel- 
getriebe infolge  der  Schwingungen  auftreten. 

Bevor  wir  auf  diese  Kräfte  näher  eingehen,  wollen  wir  zunächst  allgemein 
untersuchen,  von  welchem  Einfluss  auf  die  Grösse  der  Schwingungen  und  von  welcher 
Bedeutung  für  die  Technik  diese  dämpfenden  Kräfte  sind.  Wie  schon  ihr  Name  sagt, 
suchen  sie  unter  allen  Umständen  die  Schwingungsausschläge  zu  verkleinern.  Schwing- 
ungen mit  Dämpfung  können  nur  als  erzwungene  Schwingungen  bestehen,  da  die  durch 
die  Dämpfung  verloren  gehende  Schwingungsenergie  fortgesetzt  durch  neue  Arbeits- 
zufuhr durch  erregende  Kräfte  gedeckt  werden  muss.  Die  dämpfenden  Kräfte  werden 
umso  bedeutungsvoller  sein,  je  mehr  die  Schwingungszahl  der  erregenden  Kraft  an  die 
Eigenschwingungszahl  des  Systems  heranrückt,  d.  h.  je  grösser  bei  gleichbleibender 
erregender  Kraft  die  Schwingungsausschläge  sind.  In  der  Nähe  der  Eigenschwingungs- 
zahl sind  die  dämpfenden  Kräfte  schon  deshalb  von  grösstem  Einfluss,  weil  ohne  sie 
die  Schwingungsausschläge  fortgesetzt  bis  ins  Unendliche  wachsen  müssten. 

Daraus  sieht  man  schon,  dass  die  Dämpfungen  in  der  Technik  eine  umso 
ausschlaggebendere  Rolle  spielen  werden,  je  mehr  man  mit  kritischen  Tourenzahlen 
zu  tun  hat. 

Eine  genaue  zahlenmässige  Angabe  über  die  Grösse  der  einzelnen  dämpfenden 
Kräfte  setzt  eingehende  experimentelle  Untersuchungen  voraus,  deren  Durchführung  aus 
Mangel  an  Zeit  in  praktischen  Betrieben  im  allgemeinen  nicht  möglich  ist.  Ausserdem 
ist  in  der  Praxis  eine  Trennung  der  einzelnen  Dämpfungskräfte  an  ausgeführten  Maschinen 
so  gut  wie  gar  nicht  möglich.  Immerhin  sind  doch  für  alle  obengenannten  Erscheinungen 
wenigstens  in  roher  Annäherung  die  Gesetze  bekannt,  die  sie  befolgen.  Auch  weiss  man 
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für  alle  Kräfte  an  Hand  von  Versuchen,  die  für  irgendwelche  andere  Zwecke  ausgeführt 
wurden,  wenigstens  annähernd,  von  welcher  Grössenordnung  diese  Dämpfungen  sind 
Ferner  ist  zu  betonen,  dass  für  alle  überhaupt  in  der  Praxis  vorkommenden  Fälle  zurzeit 
noch  kein  Bedürfnis  vorliegt,  die  dämpfenden  Kräfte  genau  zu  kennen.  Man  hat  hier 
den  Zweck  solcher  Rechnungen  mit  Berücksichtigung  der  Dämpfungen  stets  im  Auge  zu 
behalten,  nämlich  sich  ein  Bild  zu  verschaffen, 

1.  wie  sich  die  Schwingungsausschläge  gestalten  für  verschiedene  Stellen  des 

Systems, 

2.  wie  sie  in  der  Nähe  der  kritischen  Tourenzahlen  ausfallen. 

3.  wie  gross  namentlich  die  in  der  Welle  auftretenden  Normal-  und  Schub- 
spannungen sind. 

Wie  bei  allen  Festigkeitsrechnungen,  so  kommt  es  auch  hier  durchaus  nicht 
darauf  an,  die  auftretenden  Beanspruchungen  genau  zu  ermitteln,  man  wird  sich  vielmehr 
mit  einer  Annäherung  auf  ca.  100  kg/cm2  für  die  resultierende  Spannung  durchaus  zu- 
friedenstellen, umsomehr  als  man  weiss,  dass  eben  durch  die  Berücksichtigung  der  infolge 
der  Schwingungen  auftretenden  Massenkräfte  sich  die  Beanspruchungen  der  einzelnen 
Wellen-Ouerschnitte  viel  richtiger  ermitteln  lassen,  als  wenn  man  die  durchaus  unzu- 
treffende Annahme  macht,  die  Welle  sei  irgendwo  z.  B.  in  der  Schwungradebene  fest 
eingespannt,  und  nur  mit  den  Arbeitsdrücken  allein  rechnet.  Genau  so  wie  mit  den  Be- 
anspruchungen verhält  es  sich  aber  mit  dem  Ungleichförmigkeitsgrad.  Man  verlangt  nur 
zu  wissen,  ob  der  Ungleichförmigkeitsgrad  bedeutend  von  dem  nach  der  gewöhnlichen 
Methode  errechneten  abweichen  wird;  Abweichungen  von  ein  paar  Prozenten  kommen 
dagegen  nicht  in  Betracht. 

Nicht  zu  vergessen  ist  ferner,  dass,  wenn  man  Wellenbeanspruchung  und  Un- 
gleichförmigkeitsgrad aus  der  dämpfungslosen  Schwingungsform  bestimmt,  man 
sicher  geht,  weil  auf  alle  Fälle  die  in  Betracht  kommenden  Grössen  durch  Berück- 
sichtigung der  Dämpfung  etwas  kleiner  werden. 

So  ist  es  erklärlich,  dass  über  diese  dämpfenden  Kräfte  nur  verhältnissmässig 
wenig  Versuchsresultate  vorhanden  sind. 

Betrachten  wir  diese  einzelnen  Dämpfungen  etwas  näher! 

Fine  besonders  wichtige  Rolle  spielt  die  Dämpfung  an  den  Propeller- 
schaufeln. 

Hier  liegen  die  ausgezeichneten  Untersuchungen  Frahms  vor,  die  in  gedrängter 
Kürze  hier  wiedergegeben  seien:  Er  fand,  dass 

1.  die  Propellerdämpfung  genügend  genau  das  Gesetz  befolgt: 

K = k • co  • a • 


Dabei  ist  K die  dämpfende  Kraft, 
k der  sogenannte  Dämpfungsfaktor, 
co  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Schwingung, 
a der  Schwingungs-Ausschlag. 

Der  Dämpfungsfaktor  ergab  sich  zu 


k 


Tj  3,8 


Wm 


vm 

entsprechend  einem  Widerstandsgesetz  des  Propellers  W 1U  — p • v3 
zu  der  mittleren  Geschwindigkeit  vm  gehörige  mildere  Widerstand. 

Nicht  minder  wichtig  wie  die  Propellerdämpfung  ist  die  bei 
Maschinen  auftretende  dämpfende  Kraft. 


■s.  Hier  ist  Wm  der 
allen  elektrischen 
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Soviel  dem  Verfasser  bekannt,  liegen  hier  noch  keine  Versuchs-Resultate  vor.  Es 
ist  nicht  schwer,  experimentell  diesen  Dämpfungsfaktor  zu  ermitteln,  der  je  nach  der 
Konstruktion  und  Grösse  der  Dynamo  verschieden  ausfallen  wird.  Ausserdem  ist  man  in 
der  Lage,  diese  Dämpfung  wenigstens  in  ganz  roher  Annäherung  rechnerisch  zu  ermitteln. 
Wir  wollen  uns  damit  begnügen,  die  Rechnung  für  den  einfachsten  Fall,  die  magnet- 
elektrische Maschine  mit  Fremderregung,  durchzuführen.  Das  ist  insofern  von  Bedeutung, 
als  die  praktisch  wichtigste  Maschine,  die  Nebenschlussdynamo,  dieser  in  ihrem  Verhalten 
ziemlich  nahe  kommt.  Als  dämpfende  Kraft  im  Abstande  r in  cm  ergibt  sich  in  diesem 
Falle: 

W = ^ = VE_-  J .9.34 

r n2  r2 

Als  Dämpfungsfaktor  erhält  man : 

u N e • 6,87  • 107  kg  • sk 

K e — o 9 

cm 

Natürlich  wird  unter  allen  Umständen  eine  experimentelle  Bestimmung  dann  am 
Platze  sein,  wenn  man  die  wirklichen  Schwingungs- Ausschläge  für  die  kritischen 
Tourengebiete  genau  ermitteln  will. 

Nach  den  bis  jetzt  vorliegenden  Versuchsresultaten  spielt  der  Luftwiderstand 
der  einzelnen  Maschinenteile  eine  so  untergeordnete  Rolle,  dass  man  ihn,  ohne  einen 
wesentlichen  Fehler  zu  begehen,  vernachlässigen  kann. 

Genau  dasselbe  ist  der  Fall  für  die  innere  Reibung. 

Die  Lagerreibung  durch  das  Eigengewicht,  sowie  durch  den  konstanten 
Arbeitsdruck  kommt  für  uns  nicht  in  Betracht,  da  sie  nicht  periodisch  wechselt  und 
infolgedessen  keinen  Anteil  zu  den  Schwingungen  liefert.  Sie  wird  durch  einen  Teil  des 
konstanten  Drehmomentes  überwunden. 

Anders  dagegen  ist  es  mit  den  Lagerreibungen  infolge  der  harmonischen 
Schwingungen  der  Arbeitskräfte. 

In  Figur  35a  ist  das  in  seine 
harmonischen  Schwingungen  zerlegte,  aus 
Arbeitsdrücken  und  den  für  gleichmässige 
Umfangsgeschwindigkeit  geltenden  Mas- 
sendrücken resultierende  Kolbendruck- 
diagramm für  einen  Cylinder  eingezeichnet. 
Der  Deutlichkeit  halber  wurden  nur  die 
Schwingungen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung berücksichtigt.  In  Figur  35  b ist 
das  Diagramm  der  dazu  gehörigen 
Reibungskräfte  verzeichnet.  Nimmt  man 
wie  gewöhnlich  an,  dass  die  Reibung 
von  der  Geschwindigkeit  unabhängig 
wäre,  so  erhält  man  Figur  35  b aus 
Figur  35a  einfach  durch  Reduktion  mit 
dem  Reibungskoeffizienten  p.  Wären 
die  harmonischen  Kräfte  des  Kolben- 
druckdiagrammes  identisch  mit  denen  des  Drehkraftdiagrammes,  so  könnte  man  die 
Dämpfung  infolge  dieser  Kräfte  ohne  weiteres  dadurch  berücksichtigen,  dass  man  nicht 
die  Kräfte  P sondern  nur  die  Kräfte  P (1  — p)  zur  Verzeichnung  der  verschiedenen 
Schwingungsformen  benützt. 
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Nun  deckt  sich  allerdings  das  als  Funktion  der  Zeit  aufgetragene  Kolbendruck- 
diagramm nicht  mit  dem  Drehkraftdiagramm.  Für  uns  kommt  aber  in  Frage  die 
Reibungskraft,  die  durch  die  Kolbenkraft  erzeugt  wird.  Diese  ist  nun  gegenüber  der 
dazu  gehörigen  Tangentialkraft  ohnehin  nur  klein,  wir  machen  daher  keinen  besonderen 
Fehler,  wenn  wir  die  Reibung  nicht  aus  der  Kolbenkraft,  sondern  aus  der  Drehkraft  er- 
mitteln. Im  letzteren  Falle  werden  ungefähr  5°/o  der  Tangentialkraft,  im  ersteren  Fall 
dagegen  ungefähr  7°/o  erhalten.  Jedenfalls  gehen  wir  sicher,  wenn  wir  nur  mit  5°/o  statt 
mit  7o/0  rechnen,  denn  dann  werden  die  Schwingungs-Ausschläge  und  die  Beanspruchungen 
eher  ein  wenig  grösser.  Wollte  man  aber  die  Verzeichnung  wirklich  peinlichst  genau 
durchführen,  was  als  ziemlich  wertlos  erscheint,  so  steht  natürlich  nichts  im  Wege,  das 
Kolben-Druckdiagramm  harmonisch  zu  analysieren  und  daraus  die  entsprechenden  har- 
monischen Reibungskräfte  zu  ermitteln. 

Viel  schwerer  als  diese  Lagerreibung  ist  die  Reibung  zu  behandeln,  die  von 
den  durch  die  Verdrehungsschwingungen  verursachten  Massenkräften  herrührt.  Hat 
man  es  mit  einer  an  allen  Stellen  kreisrunden  oder  wenigstens  zur  Achse  symmetrischen 
Welle  zu  tun,  so  kann  eine  derartige  Lagerreibung  nicht  auftreten ; denn  der  in  jedem 
Lager  auftretende  als  konstant  vorausgesetzte  Widerstand  wird  schon  durch  die  gleich- 
bleibende Drehkraft  überwunden.  Wesentlich  anders 
ist  es  dagegen  in  den  einzelnen  Lagern  einer  Kurbel- 
welle. Wie  wir  anlässlich  der  Reduktion  der  Kurbel- 
welle zu  einem  elastisch  gleichwertigen  Stab  gesehen 
haben,  stellen  sich  für  den  Fall,  dass  ein  Drehmoment 
durch  eine  Eincylinder-Kurbelwelle  durchgeleitet  wird, 
die  einzelnen  Zapfen  in  ihren  Lagern  schief  ein.  Sie 
rufen  also  namentlich,  wenn  die  Lager  kein  oder  nur 
wenig  Spiel  gegen  die  Enden  hin  haben,  zusätzliche 
Lagerdrücke  hervor,  die  wieder  dämpfende  Reibungs- 
kräfte im  Gefolge  haben.  Fügen  wir  nun  zu  den 
beiden  Lagern  1 und  7 der  Figur  15  noch  die  beiden 
Aussenlager  0 und  8 hinzu,  so  müssen,  wie  dort  er- 
örtert wurde,  die  Welle  verbogen  und  die  Kurbel- 
schenkel verdreht  werden,  damit  die  Welle  durch  alle 
Lager  gehen  kann.  Es  entstehen  dann  nicht  nur 
Kantendrücke,  sondern  zentral  gerichtete  Auflager- 
kräfte, die  ebenfalls  wieder  dämpfend  wirken.  Noch 
verwickelter  wird  der  Fall,  wenn  es  sich  um  mehrere 
Kurbelkröpfungen  handelt,  die  unter  verschiedenen 
Winkeln  zu  einander  stehen.  Wir  wollen  einen 
praktisch  besonders  wichtigen  Fall  herausgreifen : Die 
Sechscylinder- Kurbelwelle  eines  Viertakt-Motors  mit 
unter  120°  versetzten  Kurbeln.  Siehe  Figur  36! 

Betrachten  wir  zunächst  Lager  b ! Wären 
die  Lager  a,  d,  e,  f,  g und  h nicht  vorhanden  und 
würde  die  Welle  in  den  Lagern  b und  c nur  längs 
einer  Kreislinie  anliegen,  so  würde  die  Welle  durch 
die  nachherige  Anbringung  jener  Lager  so  verbogen 
werden,  wie  in  Figur  15  angedeutet.  Es  entstehen 
also  in  allen  Lagern  Auflagerdrücke,  die  im  all- 


F/qur  36 


Jr 
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gemeinen  um  so  geringer  sein  werden,  je  weiter  das  betreffende  Lager  von  der  Kröpfung  VI 
entfernt  ist.  Diese  Auflagerdrücke  sind  direkt  proportional  dem  durch  diese  Kröpfung 
hindurchgeleiteten  Drehmoment;  denn  durch  die  Verdrehung  des  Kurbelzapfens  VI  unter 
dem  Einfluss  dieses  Drehmoments  werden  sie  verursacht. 

Nun  wollen  wir  ein  Wellenlager  betrachten,  bei  dem  sich  nach  beiden  Seiten 
Kröpfungen  anschliessen,  welche  unter  180°  zu  einander  stehen. 


F/gur37. 


In  Figur  37  ist  dieser  Fall  eingezeichnet,  wobei  ausser 
dem  mittleren  Lager  7 auch  noch  die  Lager  1 und  13  angegeben 
sind.  Auch  hier  entstehen  in  allen  Lagern  Auflagerdrücke,  die 
aber  doppelt  so  gross  sind  wie  im  vorigen  Falle,  wo  es  sich 
nur  um  eine  einzige  Kröpfung  handelte.  Hätte  man  es  nämlich 
nur  mit  einer  einzigen  Kröpfung  z.  B.  8 bis  12  zu  tun,  so  würde 
der  Winkel,  um  welchen  die  Wellenlinie  im  Punkte  7 gegen  die 
unbelastete  Stabachse  1,  7,  13  geneigt  ist,  wobei  nur  Lager  13 

a 

und  Lager  7 vorhanden  gedacht  sind,  — betragen.  Das  gleiche 

& 

wäre  mit  der  Kröpfung  2 — 6 der  Fall,  jedoch  so,  dass  der  Winkel 


-jr  hier  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  liegt. 

Li 


Der  Winkel, 


um  den  also  beide  Kröpfungen  gegeneinander  abzulenken  sind, 
beträgt  demnach  a;  es  wird  also  durch  die  Lagerung  in  den 
Punkten  1,  7,  13  und  eventuellen  weiteren  Punkten  die  Welle 
doppelt  so  stark  abgebogen,  als  wenn  nur  eine  Kröpfung  vor- 
handen w'äre.  Naturgemäss  sind  infolgedessen  die  Auflager- 
drücke ebenfalls  doppelt  so  gross.  Haben  wir  es  nur  mit  den 
drei  Lagern  1,  7 und  13  zu  tun,  so  ist  aus  Gründen  des  Gleich- 
gewichtes der  äusseren  Kräfte  der  Druck  P in  den  Lagern  1 und 
13  gleich  gross  und  derjenige  in  Lager  7 doppelt  so  gross  und 
entgegengesetzt  gerichtet. 

Ein  weiterer  Fall  ist  in  Figur  38  verzeichnet. 

Hier  haben  wir  es  auch  wieder  mit  drei  Lagern  und  zwei 
Kröpfungen  zu  tun,  die  aber  zum  Unterschied  gegen  vorher  um 
0°  versetzt  sind.  Infolgedessen  sind  bei  der  zweiten  Kurbel  die 
Verhältnisse  genau  die  gleichen  wie  bei  der  ersten.  Es  ent- 
stehen, solange  keine  Aussenlager  hinzugefügt  werden  und  die 
Lagerung  in  Punkten  stattfindet,  überhaupt  keine  Auflagerdrücke 
durch  ein  hindurchgeleitetes  Drehmoment. 

Dieser  Fall  kommt  bei  der  Sechscylinderwelle  der  Figur  36 
im  Lager  e vor.  Bei  den  anderen  Lagern  stehen  dagegen  die 
sich  beiderseits  anschliessenden  Kröpfungen  unter  120°.  Es  ist 

ohne  weiteres  klar,  dass  diese 
Anordnung  in  der  Mitte 
zwischen  den  vorher  betrach- 
teten liegt.  Haben  wir  es 
auch  hier  wieder  nur  mit  drei 
Lagern  1,  7 und  13  zu  tun, 
und  bezeichnen  wir  den 


figur  38. 
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Druck  in  1 und  13  Figur  37  mit  1\  bezw.  P7  und  P13,  so  erhalten  wir 

P j'  P1  • sin  60° 

P:  2 \\  • sin  (50° 

P;3  \\  • sin  60°. 

Es  muss  nämlich,  wie  aus  Figur  39  ersichtlich  ist,  sowohl  die 
Kröpfung  4 wie  auch  die  Kröpfung  10  so  verbogen  werden,  dass  für  beide 
die  Tangente  an  die  elastische  Linie  im  Punkte  7 in  die  Mittellinie  a o fällt. 

Der  Biegungspfeil  ist  also  gleich  der  Strecke  (a  10)  (o  10)  • sin  60°. 

Es  liegt  die  Annahme  nahe,  dass,  da  ausser  den  jeweils  zu 
Grunde  gelegten  nächsten  drei  Lagern  gleichzeitig  alle  anderen  mitwirken, 
die  Bestimmung  der  infolge  eines  hindurchgeleiteten  Torsionsmomentes  auftretenden  Lager- 
drücke sehr  umständlich  ist.  Glücklicherweise  kommt  uns  hier  wieder  der  Umstand  zu 
statten,  dass  die  einzelnen  Lager  keine  Kreislinien  sondern  Rotationsflächen  sind. 
Könnte  man  z.  B.  voraussetzen,  dass  gar  kein  Spiel  im  Lager  vorhanden  wäre,  dass  also 
ein  in  einem  Lager  infolge  der  durch  das  Drehmoment  entstehenden  Verbiegung  hervor- 
gerufener Auflagerdruck  sich  nicht  auf  die  anschliessenden  Lager  fortpflanzen  könnte,  so 
wäre  die  Rechnung  ganz  bedeutend  vereinfacht.  Ganz  kleine  Abnützungen  werden 
namentlich  gegen  die  Lagerenden  hin  immer  vorhanden  sein.  Sie  können  aber  sicherlich 
bei  genauer  Herstellung  nicht  besonders  gross  sein,  wie  aus  dem  an  früherer  Stelle  ge- 
schilderten Verdrehungsversuch  hervorgeht.  Ausserdem  dient  dafür  als  Beweisgrund  die 
gute  Uebereinstimmung  der  graphisch  ermittelten  kritischen  Tourenzahlen  mit  den  durch 
Versuch  gefundenen. 

Gegenüber  solch  geringen  Abnützungen  verhalten  sich  die  Wellenzapfen  verschieden. 
Wir  betrachten  wieder  die  zwei  Grenzfälle:  a,  dass  die  beiden  sich  anschliessenden  Kröpfungen 
unter  0°  und  b,  dass  dieselben  unter  180°  stehen. 

Im  Falle  a — Figur  40  a entsprechend  0°  x v 

Kurbelversetzung  — wird  eine  geringe  Abnützung 
gegen  die  Enden  hin  noch  nicht  viel  ausmachen, 
da  der  Wellenzapfen  selbst  geradlinig  bleibt  und 
ausserdem  die  infolge  des  hindurchgeleiteten 
Drehmomentes  hervorgerufene  Schiefstellung  ziemlich  beträchtlich  ist.  Man  wird  also  hier 
trotz  etwaiger  Abnützung  der  Enden  mit  starken  Kantenpressungen  rechnen  müssen.  Ganz 
anders  dagegen  ist  es  im  Fall  b entsprechend  180°  Kurbelwinkel.  Hier  ändert  die  Mittel- 
linie des  Wellenzapfens  in  Mitte  Lager  ihre  Richtung  nicht.  Dagegen  wird  der  Wellen- 
zapfen verbogdn  (Figur  37  und  40  b).  Die  Auflagerdrücke  oder  mit  anderen  Worten  die 
durchbiegenden  Kräfte  müssen  aber  schon  äusserst  stark  sein,  wenn  an  den  Enden  e,  deren 
Entfernung  von  Lagermitte  in  keinem  Fall  gross  ist  gegenüber  dem  Zapfendurchmesser, 
der  Biegungspfeil  ebenso  gross  ist,  wie  das  infolge  ungenauer  Herstellung  vorhandene 
Spiel.  Es  werden  also  hier  trotz  kräftiger  Verbiegung  des  Wellenzapfens  keine  Kanten- 
pressungen, sondern  nur  zentrale  Auflagerdrücke  auftreten. 

Man  kann  in  Annäherung  sagen,  dass  für  alle  diejenigen  Kurbellager,  deren  sich 
anschliessende  Kröpfungen  um  mehr  als  90°  versetzt  sind,  die  Annahme  einer  Kreislinien- 
lagerung genügend  genau  erfüllt  ist,  und  unter  dieser  Annahme  den  von  den  Trägheits- 
kräften der  Kurbelmassen  herrührenden  Auflagerdruck  bestimmen.  Haben  wir  es  anderer- 
seits mit  zwei  sich  anschliessenden  Kröpfungen  zu  tun,  die  unter  0°  stehen,  so  wird  man 
jedenfalls  der  Wirklichkeit  viel  näher  kommen,  wenn  man  kein  Spiel  an  den  Lagerenden 
voraussetzt  und  unter  dieser  Annahme  die  Kantenpressungen  bestimmt,  die  infolge  der 
Trägheitskräfte  auftreten. 


Fgur  tf-O. 


hier  als  Drücke 

Figur  ög_  / 


fr 


58 


Figur  9-1. 


Ist  die  Schwingungsform  bereits  gegeben,  so  lassen  sich  die  in  den  einzelnen 
Kurbellagern  auftretenden  Kräfte  und  daraus  die  Reibungen  bestimmen.  Unter  Benützung 
dieser  Reibungskräfte  hat  man  dann  ein  neues  richtigeres  Schwingungspolygon  zu  ver- 
zeichnen. Nun  ist  zu  beachten,  dass  für  alle  jene  Drehzahlen,  die  nicht  in  gefährlicher 
Nähe  von  kritischen  Tourenzahlen  liegen,  die  Schwingungs- Ausschläge  und  die  auf- 
tretenden Reibungskräfte  verhältnismässig  klein  sind,  so  dass  das  unter  Berücksichtigung 
der  Reibungskräfte  verzeichnete  Schwingungspolygon  sich  nur  unbedeutend  von  dem  früheren 
Polygon  unterscheiden  wird.  In  der  Nähe  der  kritischen  Tourenzahlen  selbst  wird  es 
aber  aus  einer  Reihe  von  Gründen  jeden- 
falls angezeigt  sein,  sich  nicht  auf  den  die 
Schwingungen  verkleinernden  Einfluss  dieser 
Reibungskräfte  zu  sehr  zu  verlassen  und  die 
Schwingungsform  entweder  ohne  Berücksich- 
tigung derselben  zu  verzeichnen  oder  diese 
nur  summarisch  in  Rechnung  zu  ziehen  unter 
Annahme  eines  verhältnismässig  niedrigen  — 

Reibungskoeffizienten. 

Es  könnte  hiernach  scheinen,  als  ob 
die  Untersuchung  der  Kantenpressungen  und 
Auflagerdrücke,  die  durch  die  Trägheitskräfte 
verursacht  werden,  ziemlich  überflüssig  wäre. 

Das  trifft  vielleicht  auch  zu,  so  lange  man 
sich  nur  für  die  Schwingungsform  interessiert.  Man  hat 
aber  zu  beachten,  dass  infolge  der  Auflagerdrücke  und  nament- 
lich infolge  der  Kantenpressungen  unter  Umständen,  d.  h.  beim 
Laufen  in  der  Nähe  der  kritischen  Tourenzahlen  ganz  ausser- 
ordentliche Beanspruchungen  der  Lagerdeckelschrauben 
auftreten,  die  öfters  schon  trotz  Verwendung  besten  Materials  und 
trotz  sehr  starker  Dimensionierung  derselben  zu  Brüchen  Anlass 
gaben.  Namentlich  sind  jene  Lagerdeckelschrauben  gefährdet, 
bei  denen  die  anschliessenden  Kröpfungen  unter  0°  stehen.  Bei 
der  rechnerischen  Ermittlung  dieser  von  den  Massenkräften  her- 
rührenden Lagerdrücke  hat  man  zunächst  aus  der  Schwingungs- 
form bezw.  dem  Kräftepolygon  das  verdrehende  Moment  für  den 
in  Frage  kommenden  Kurbelzapfen  zu  ermitteln.  In  Figur  41 
sei  zunächst  die  unverdrehte  Welle  gezeichnet.  Denkt  man  sich 
dieselbe  in  Punkt  7 festgehalten  und  bei  1 das  Moment  Mo  ein- 
geleitet, so  würde  sie  ungefähr  die  Form  der  Figur  42  annehmen, 
d.  h.  sie  würde  bei  Punkt  1 um  den  Pfeil  s'"  ausgelenkt  werden. 

Da  aber  die  Welle  durch  das  Lager  1 gehen  soll,  so  ist  dort  eine 
Kraft  P anzubringen,  die  durch  Erzeugung  einer  Durchbiegung  f 
diese  Auslenkung  rückgängig  macht.  Die  Durchbiegung  f setzt 
sich  aus  folgenden  Anteilen  zusammen: 

I Biegung  und  Verschiebung  des  halben  Wellen- 
zapfens 12. 

II.  Verdrehung,  Verbiegung  und  Verschiebung  des 
Schenkels  23. 


Figur  ¥Z. 
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III.  Verdrehung,  Verbiegung  und  Verschiebung  des  Kurbelzapfens  35. 

IV.  Verdrehung,  Verbiegung  und  Verschiebung  des  Schenkels  56. 

V.  Biegung  und  Verschiebung  des  halben  Wellenzapfens  67. 

Diese  einzelnen  Glieder  lassen  sich  nach  den  Formeln  der  Festigkeitslehre  ermitteln, 
woraus  sich  dann  der  Lagerdruck,  welcher  von  Mo  herrührt,  ergibt.  Die  Kantenpressungen 
ermittelt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Beanspruchungen  der  Schrauben  am  besten  in  der 
Weise,  dass  man  gar  kein  Spiel  im  Lager  gegen  die  Enden  hin  annimmt.  Die  Nach- 
rechnung des  Spiels  an  Hand  von  gebrochenen  Schrauben  hat  nämlich  ergeben,  dass  das 
Spiel  jedenfalls  nur  ganz  gering  gewesen  sein  kann. 

Der  Verlust  an  Schwingungsenergie  durch  Stösse  im  Kurbel- 
getriebe, sowie  in  den  Zahnrädern  für  den  Steuerwellenantrieb  lässt  sich  für 
praktisch  vorkommende  Fälle  nur  schätzungsweise  berücksichtigen. 


Zusammenfassung  der  Ergebnisse  über  die  verschiedenen  dämpfenden  Kräfte. 

Die  dämpfenden  Kräfte  lassen  sich  unterscheiden : 

a)  in  solche,  welche  die  äusseren  erregenden  Kräfte  verkleinern  (Lagerreibungen), 

b)  in  solche,  welche  vom  Schwingungsausschlag  abhängig  sind  (infolge  der 
Massenkräfte  entstehende  Lagerdrücke  bei  den  Kurbelwellen), 

c)  in  solche,  welche  von  der  Schwingungsgeschwindigkeit  abhängig 
sind.  Die  wichtigsten  Dämpfungen  dieser  Gattung  sind  Flüssigkeits-  und 
magnetelektrischer  Widerstand. 

Die  unter  a)  angeführten  Dämpfungen  lassen  sich  ohne  weiteres  dadurch 
berücksichtigen,  dass  man  anstatt  der  ganzen  erregenden  Kräfte  P nur  einen  min- 
destens um  die  von  diesen  Kräften  herrührende  Reibung  kleineren  Bruchteil  in  Rechnung 
setzt,  dass  man  also  mit  ca.  0,85  bis  0,95  P statt  mit  P die  Ermittlung  der  Schwingungs- 
form durchführt. 


Graphische  Bestimmung  der  Schwingungsausschläge  mit  Berücksichti- 
gung der  Dämpfungen,  welche  von  der  Schwingungsgeschwindigkeit 

abhängig  sind. 

Soviel  dem  Verfasser  bekannt,  ist  zuerst  von  Gümbel  der  Einfluss  von 
dämpfenden  Kräften  für  ein  System  von  2 elastisch  miteinander  verbundenen  Massen  rech- 
nerisch untersucht  worden. 

Im  folgenden  soll  ein  graphisches  Verfahren  angegeben  werden,  das  umso  mehr 
in  Betracht  kommt,  je  grösser  die  Anzahl  der  Massen,  sowie  der  dämpfenden  Kräfte  ist. 
Zu  diesem  Zweck  wollen  wir  kurz  auf  den  Aufsatz  Gümbels  in  der  Zeitschrift  des 
Vereins  deutscher  Ingenieure  Jahrgang  1912  zurückgreifen.  In  der  Figur  2 dieses  Auf- 
satzes ist  für  2 Massen  die  Zusammensetzung  einer  Schwingung  aus  zwei  um  90°  in  der 
Phase  verschobenen  Einzelschwingungen  gezeigt.  An  Hand  dieser  Figur  leitet  Gümbel  den 
Satz  ab:  „Welches  auch  immer  der  Phasenwinkel  einer  harmonischen  Kraft  sei,  wir  können 
jede  harmonische  Kraft  in  zwei  harmonische  Kräfte  zerlegen,  die  in  ihrer  Phase  um  90° 
verschoben  sind,  und  die  entstehende  Schwingung  als  geometrische  Resultante  der  den 
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beiden  Kräften  entsprechenden  Einzelschwingungen  darstellen.“  . Diese  Figur  und  diesen 
Satz  wollen  wir  zur  Erklärung  des  Verfahrens  benützen.  (Figur  43.) 


An  dem  gegebenen  durch 
eine  elastische  Welle  (L,  J,  G)  ver- 
bundenen Massensystem  (M,m)  dieser 
Figur  greift  in  m die  erregende  Kraft  P 
und  in  M die  äussere  Dämpfungs- 
kraft K k • co  • r |3  an,  die  der  Be- 
schleunigungskraft Tji  ~ M • co2-  r|3 
um  90°  nacheilt.  Es  bilden  also  die  ein- 
zelnen Kräfte  verschiedene  Phasen- 
winkel miteinander.  Wir  denken  uns 
nun  diese  Kräfte  so  zerlegt,  dass  ihre 
Komponenten  entweder  in  die  Rich- 
tung der  Beschleunigungskraft  von  M 
(Richtung  v)  oder  in  die  Richtung  der 
darauf  senkrecht  stehenden  dämpfen- 
den Kraft  (Richtung  h)  fallen.  Dement- 
sprechend wollen  wir  auch  die  Komponenten  der  erregenden  Kraft  P mit  Pv  bezw.  Ph  be- 
zeichnen. Für  die  Richtung  v haben  wir  dann  im  Kräftepolygon  ausser  der  Komponente 
Pv  nur  die  beiden  Trägheitskräfte  m-  co2  • av  bezw.  M-  co2  ■ av  (in  dem  angezogenen  Aufsatz 
mit  m • co2  • rav  und  M • co2  • r|3  bezeichnet).  Wir  können  also,  so  wie  wir  die  Grösse  von 
Pv  kennen,  sofort  dieses  Kräftepolygon  bezw.  die  dazu  gehörige  Schwingungsform  v ver- 
zeichnen. Für  die  Richtung  h haben  wir  im  Kräftepolygon  ausser  der  Komponente  Ph  und 
der  in  M angreifenden  Dämpfungskraft  K nur  noch  eine  Trägheitskräft  nämlich  m • co2  • rah. 
Für  die  dazu  gehörige  Schwingungsform  h wissen  wir,  dass  der  Ausschlag  der  Masse  M 
gleich  Null  sein  muss  entsprechend  der  vorgenommenen  Zerlegung  der  harmonischen  Kräfte. 
Ist  die  Schwingungsform  v bereits  verzeichnet,  ist  uns  also  der  Ausschlag  (r|3)  der 
Masse  M bekannt,  so  kennen  wir  auch  die  in  M angreifende  Dämpfung  (k  • co  • r|3).  Es  lässt 
sich  dann  ohne  weiteres  das  Kräftepolygon  h und  die  Schwingun'gsform  h verzeichnen, 
wobei  folgendes  zu  beachten  ist : Geht  man  beim  Aufzeichnen  von  der  Masse  M aus,  so 
erhält  man  im  Kräftepolygon  h nach  einander  die  Kräfte  k • co  • r|3,  m ■ co2  • rah  und  einen 
Rest  Rh,  der  genau  gleich  Ph  sein  muss,  nachdem  die  Schwingungsform  h schon  durch  die 
Grösse  der  Dämpfung  k • co-  r|3  und  durch  die  Bedingung  gegeben  ist,  dass  der  Schwingungs- 
ausschlag der  Masse  M Null  sein  muss. 

Im  allgemeinen  weiss  man  nicht,  wie  man  die  erregende  Kraft  P in  ihre  Kompo- 
nenten zu  zerlegen  hat.  Wir  können  aber,  wenn  wir  zunächst  eine  beliebige  Zerlegung 
von  P vorgenommen  haben,  nach  Durchkonstruktion  der  beiden  Kräftepolygone,  und 
Schwingungsformen  aus  der  mehr  oder  weniger  grossen  Uebereinstimmung  des  Restes  Rj, 
mit  der  Kraft  Ph  ohne  weiteres  auf  die  Richtigkeit  der  Zerlegung  schliessen. 

Wir  bezeichnen  den  Winkel  zwischen  P und  Ph  mit  a,  sodass  also 

Ph  P cos  a und 

Pv  P sin  a ist, 

und  führen  unter  der  Annahme  Pv  P entsprechend  a 90°  die  ganze  Konstruktion 
durch,  wobei  wir  einen  gewissen  Rest  R],  in  dem  Kräftepolygon  h erhalten.  Jetzt  ist  zu 
beachten,  dass  der  Schwingungsausschlag  av  (bezw.  r |3)  der  Masse  M linear  abhängig  ist 
von  der  erregenden  Kraft.  Infolgedessen  gilt  dasselbe  auch  für  die  dämpfende  Kraft  und 
damit  ist  die  Schwingungsform  h und  der  Rest  l<h  linear  abhängig  von  der  die  Schwingungs- 
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form  v erregenden  Kraft  Pv  d.  h.  von  P • sin  a.  Für  den  tatsächlich  auftretenden  Winkel 
ist  also  der  für  Pv^  P erhaltene  Restwert  mit  sin  a zu  reduzieren,  so  dass  man  erhält 
Rh  - sin  a,  welcher  Wert  gleich  Pj,  P-  cos  a sein  muss.  Daraus  ergibt  sich  sofort  die 
Beziehung:  Rh  • sin  a P COS  a oder 


P 

tg  a - ö ' 

Rh 

Dadurch  ist  die  Phasenver- 
schiebung a bekannt  und  man 
erhält  die  wirklichen  Schwin- 
gungsausschläge beider  Formen 
durch  Reduktion  mit  sin  a. 

Aus  der  Ableitung  ist  ohne 
weiteres  ersichtlich,  das  man 
das  gleiche  Verfahren  auch  an- 
wenden kann  für  ein  System 
von  beliebig  vielen  Massen. 

Am  besten  wird  man  das 
Verfahren  an  Hand  eines  Bei- 
spieles erkennen,  das  weiter 
unten  folgen  wird,  nämlich  an 
Hand  der  Untersuchung  der 
Beanspruchungen  für  einen 
Dreicylinder-  Dieselmotor  von 
300  PSe. 

Nach  diesem  für  die  Praxis 
wichtigsten  Fall  mit  einer  um 
90°  nacheilenden  Dämpfung 
wollen  wir  zu  einem  verwickel- 
teren  Fall  übergehen,  der  hier 
auch  rechnerisch  durchgeführt 
werden  soll. 

Gegeben  seien  5 Massen, 
eine  Kraft  P und  5 um  90°  nach- 
eilende von  der  Geschwindigkeit 
abhängige  dämpfende  Kräfte. 
(Figur  44.) 

Die  einzelnen  unter  sich  zu- 
dem verschieden  gearteten  Kräfte 
stehen  unter  ganz  verschiedenen 
Winkeln  zu  einander.  Nur  so 
viel  ist  bekannt,  dass  jede 
dämpfende  Kraft  senkrecht  zu 
der  zu  ihr  gehörigen  Trägheits- 
kraft stehen  muss  und  dass  die 
Summe  aller  Kräfte  wiederum 
Null  ergeben  muss. 
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Trigur  4-4-. 
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Tigur  4-5. 
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Wir  denken  uns  das  resultierende  Kräftepolygon  in  Figur  45  verzeichnet  und 
wollen  ein  dasselbe  begrenzendes  Kräfterechteck  so  legen,  dass  dessen  eine  Seiten  (v) 
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sich  folgende  Beziehungen  ab- 
lesen : (Figur  46.) 
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Die  in  den  beiden  Schwingungsformen  angegebenen  Ziffern  deuten  auf  die  Her- 
kunft der  Gleichungen,  den  Parallelismus  entsprechender  Linien  im  Kräfte-  und  Schwingungs- 
polygon  hin.  Für  die  Trägheitskräfte  m • co2  ■ av  bezw.  m ■ co2  ■ aj,  wurde  die  Abkürzung  Ty 
bezw.  Th  gewählt;  ebenso  wurde  an  Stelle  von  k • co  ■ av  der  Buchstabe  Kß  und  an  Stelle 
von  k • co  • aj,  der  Buchstabe  Kv  gesetzt.  Die  einzelnen  Dämpfungsfaktoren  brauchen  natür- 
lich nicht  gleich  gross  zu  sein. 

Wir  haben  nun  im  Ganzen  10  Gleichungen  ersten  Grades  und  ebensoviel  Unbe- 
kannte, nämlich  die  Ausschläge: 

aiv>  a2v,  a3v,  a4y,  a5y, 

alh>  a2h,  a3h,  a4h  und 

den  Phasenverschiebungswinkel  a,  der  uns  angibt,  welcher  Anteil  von  Pi  auf  Pj  und  auf 
Pih  kommt. 

Es-  wäre  freilich  nicht  besonders  schwierig,  aus  diesen  linearen  Gleichungen  die 
Unbekannten  zu  bestimmen,  wohl  aber  entschieden  zeitraubend  und  unübersichtlich.  Man 
kann  jedoch  viel  einfacher  das  vorhin  für  den  Fall  einer  Dämpfung  angegebene  Verfahren 
auch  für  diesen  verwickelteren  Fall  anwenden : 

Man  nimmt  zuerst  aß  beliebig  an,  bestimmt  dann  die  Dämpfung  Kß,  woraus 
sich  dann  graphisch  nach  der  Beziehung  III  der  Ausschlag  a4h  ergibt..  Dann  hat  man 
weiter  die  Trägheitskraft  Tß  und  erhält  (nach  Gleichung  IV)  graphisch  den  Ausschlag  a4  .. 
Dadurch  bekommt  man  die  Trägheitskraft  T4h  und  die  Dämpfung  K4y  = 1<4  • co  • a4h 
wodurch  sich  dann  der  Ausschlag  ag,  ergibt.  U.  s.  f.  Bezüglich  der  Kraft  P wollen 
wir  zunächst  ebenso  wie  bei  dem  einfacheren  Fall  die  Annahme  machen,  dieselbe  falle 
gerade  in  die  Richtung  v. 

Natürlich  wird  man  bei  der  1.  Annahme  von  aßy  nicht  sofort  in  der  Form  v als 
Restkraft  den  Wert  P erhalten;  gemäss  dem  auf  Seite  51  angegebenen  vereinfachten  Ver- 


fahren  hat  man  aber  nur  die  einzelnen  Ausschläge  aiy,  a2v  etc.  mit  =,-  zu  reduzieren,  um 

die  zu  der  Kraft  P gehörenden  Ausschläge  zu  erhalten.  Damit  gleichzeitig  die  Schwingungs- 
form h horizontale  Endtangenten  besitzen  kann,  muss  man  eine  im  Angriffspunkt  von  P, 
der  in  der  Figur  mit  Masse  Mi  zusammenfällt,  angreifende  Restkraft  passend  ermitteln. 
Da  nun,  wie  aus  den  angegebenen  10  Gleichungen  ersichtlich  ist,  alle  Schwingungsaus- 
schläge linear  von  Pi  . abhängig  sind  und  die  gleiche  lineare  Abhängigkeit  der  Aus- 
schläge auch  für  die  senkrecht  dazustehende  Komponente  Pj  h besteht,  so  kann  man 
wieder  schreiben  : 

Pi  h : R • sin  a 
Pi  • cos  a, 

woraus  sich  genau  wie  für  den  Fall  mit  nur  einer  Dämpfung  die  Phasenverschiebung 
zwischen  P und  K5  und  daraus  durch  Reduktion  mit  sin  a die  wirklichen  Schwingungs- 
formen v und  h ergeben. 

Man  sieht  an  der  Hand  dieses  Falles,  dass  sich  dieses  zeichnerische  Verfahren 
sofort  auch  verwenden  lässt  auf  beliebig  viele,  beliebig  angeordnete  Massen  mit  beliebig 
vielen  dämpfenden  Kräften  mit  beliebigen  Dämpfungsfaktoren. 

Zeichnerische  Bestimmung  der  Phasenverschiebung. 

Da  der  Phasenverschiebungswinkel  zwischen  er- 
regender Kraft  und  Dämpfung  gerade  dann  von  Wichtig- 
keit ist,  wenn  man  sich  der  Resonanz  nähert,  derselbe 
in  solchen  Fällen  wegen  der  grossen  Werte,  welche  die 
Tangente  des  Winkels  annimmt,  aber  nur  mit  der  Logarith- 
mentafel genügend  genau  zu  ermitteln  ist,  so  sei  hier  noch 
folgende  zeichnerische  Konstruktion  angegeben. 

Man  schlage  zwei  Kreisbogen  mit  P und  mit  R 
als  Radien,  zielie  dann  unter  einem  beliebigen  Winkel  a\ 
die  Strecke  OA,  trage  dann  die  Strecke  OAi  R • cos  aj 
von  Bx  auf  der  durch  den  Schnittpunkt  B der  Strecke  OA, 
gehenden  Senkrechten  BBi  ab,  wodurch  man  den  End- 
punkt B2  erhält,  diesen  verbindet  man  dann  mit  dem 
Mittelpunkt  O und  erhält  so  den  gesuchten  Phasenver- 
schiebungswinkel a;  es  ist  nämlich  jetzt  die  Strecke 
C 1 O = DD  1 oder  P ■ cos  a = R • sin  a. 


Nun  wollen  wir  noch  zu  einem  besonderen  Fall  übergehen. 

Es  soll  der  Schwingungsausschlag  mit  Berücksichtigung  der  Dämpfung 
für  den  Fall  der  Eige nsch  w i ngu  n g ermittelt  werden.  Da  man  schon  weiss,  dass  hier  er- 
regende Kraft  und  dämpfende  Kraft  in  dieselbe  Richtungslinie  fallen,  so  vereinfacht  sich 
das  Verfahren  etwas.  Man  führt  zunächst  die  Bestimmung  der  Schwingungsform  h durch. 
Von  dieser  kennen  wir  den  Ausschlag  des  Angriffpunktes  der  Dämpfung,  der  gleich  Null 
ist.  Wir  können  also  die  Schwingungsform  sofort  zeichnen  und  erhalten  so  die  dämpfende 
Kraft  und  damit  deren  Schwingungsausschlag  in  der  Kurve.  Ist  aber  für  einen  Punkt 
derselben  der  Ausschlag  bekannt,  so  ist  es  sofort  möglich,  die  ganze  Schwingungsform 
zu  bestimmen. 
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Die  Bestimmung  des  Ungleichförmigkeitsgrades.  Vergleich  mit  der 
gewöhnlichen  Methode.  Anordnung  und  Grösse  der  Schwungmassen. 

Mit  Berücksichtigung  aller  dämpfenden  Kräfte  ist  es  möglich,  den  Schwingungs- 
ausschlag, den  Ungleichförmigkeitsgrad,  die  Winkelabweichung  und  die  Beanspruchung  für 
jede  einzelne  Stelle  der  Welle  zu  bestimmen.  Zunächst  erkennt  man,  dass  die  bisher  übliche 
Methode  der  Berechnung  der  Verdrehungsbeanspruchung,  bei  welcher  man  sich  die  Welle  in 
irgend  einem  Querschnitt  z.  B.  in  der  Mitte  eines  Lagers  oder  in  der  Schwungradebene  ein- 
gespannt zu  denken  hat,  nur  dann  die  wirklich  auftretenden  Beanspruchungen  liefert,  wenn 
das  in  Frage  kommende  System  frei  von  Relativschwingungen  ist.  Das  trifft  in  guter 
Annäherung  für  die  meisten  Dampfmaschinen  zu,  dann  auch  noch  einigermassen  befriedigend 
für  alle  diejenigen  Ein-,  Zwei-  und  Dreicylinder-Verbrennungsmotoren,  auf  deren  Wellenleitung 
nicht  grosse  Massen  in  bedeutenderen  Abständen  sitzen.  Wann  diese  Relativschwingungen 
bei  anderen  Motorengattungen  und  anderen  Wellenleitungen  von  untergeordneter  Bedeutung 
sind,  bedarf  der  praktischen  Erfahrung  und  der  Untersuchung  im  einzelnen  Falle.  Häufig 
wird  man  an  Hand  der  Erfahrung  an  anderen  ausgeführten  Maschinen  mit  ähnlicher  Massen- 
anordnung ein  zutreffendes  Urteil  abgeben  können.  Muss  man  jedoch  riskieren,  mit  der 
Schwingungszahl  einer  harmonischen  Kraft  von  noch  beachtenswerter  Grösse  in  die  Gegend 
irgend  einer  Eigenschwingungszahl  zu  gelangen,  so  ist  es  unter  allen  Umständen  erforderlich, 
die  Eigenschwingungszahlen  und  damit  die  kritischen  Tourenzahlen  zu  ermitteln.  Das  ist 
nach  vollzogener  Reduktion  der  Massen  und  Längen  das  Werk  von  ein  paar  Minuten. 
Ergibt  sich  dann  tatsächlich  eine  kritische  Umlaufzahl  in  der  Nähe  der  normalen  Touren- 
zahlen, so  ist  es  unbedingt  nötig,  die  Bestimmung  der  Schwingungsform  wenigstens  für 
die  in  Frage  kommenden  harmonischen  Kräfte  auszuführen.  Der  Zeitaufwand  für  diese 
Methode  ist  freilich  deswegen  etwas  grösser  wie-  für  die  alte  Methode  der  Berechnung, 
bei  der  auf  die  Elastizität  der  Welle  keine  Rücksicht  genommen  wurde,  weil  man  für  ver- 
schiedene Anordnung  der  Schwungmassen  die  Konstruktion  immer  wieder  neu  durchzu- 
führen hat,  aber  es  ist  zu  beachten,  dass  man  durch  die  neue  Methode  sich  klar  ist  über 
die  wirklich  in  der  Welle  auftretenden  Beanspruchungen,  während  die  alte  •Methode  nicht 
etwa  bloss  ungenaue,  sondern  manchmal  ganz  unrichtige  Resultate  liefern  kann.  Sehr  deut- 
lich sieht  man  das  an  dem  Vergleich  der  zeichnerisch  ermittelten  Drehkraftdiagramme  mit 
den  unter  Benützung  verschiedener  Apparate  experimentell  gefundenen  Drehkraft-Dia- 
grammen, wie  solche  von  Frahm  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure, 
sowie  von  Beding  und  Föttinger  in  verschiedenen  Jahrbüchern  der  schiffbautechnischen 
Gesellschaft  veröffentlicht  worden  sind.  In  kaum  einem  Fall  weisen  beide  Diagramme 
auch  nur  eine  annähernde  Aehnlichkeit  auf.  In  nicht  wenigen  Fällen  ergibt  sich  sogar 
für  die  wirkliche  Kurve  eine  um  mehr  als  100  °/o  grössere  Beanspruchung.  Gerade  aus 
diesem  Vergleich  ersieht  man,  dass  auch  in  ziemlicher  Entfernung  von  der  kritischen 
Tourenzahl  die  auftretenden  elastischen  Schwingungen  durchaus  nicht  etwa  gering  sind. 
Ganz  besonders  fällt  noch  auf,  dass  die  experimentell  ermittelten  Drehkräfte  durchaus  einen 
viel  einfacheren  Verlauf  zeigen,  als  nach  dem  Tangential-Druckdiagramm  zu  erwarten  wäre. 
Häufig  bestehen  sie  der  Hauptsache  nach  nur  aus  einer  Sinusschwingung,  in  den  meisten 
Fällen  aber  aus  einer  Uebereinanderlagerung  von  nicht  mehr  als  drei  Schwingungen.  Aehn- 
liches  hat  sich  für  die  Verbrennungsmotoren  ergeben.  Tachogramme,  die  an  denselben 
abgenommen  wurden,  weisen  nicht  selten  einen  verhältnismässig  einfachen,  durch  eine  oder 
zwei  Sinuskurven  bestimmten  Verlauf  auf.  Ausserdem  ist  häufig  genug  auch  keine  Spur 
von  Aehnlichkeit  mit  dem  Drehkraftdiagramm  beziehungsweise  der  zeichnerisch  nach  der 
gewöhnlichen  Methode  ermittelten  Geschwindigkeitskurve  zu  bemerken.  Man  kann  aus 
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diesen  auf  experimentellem  Wege  gefundenen  Tatsachen  schliessen,  dass  nur  ganz  wenige 
äussere  harmonische  Kräfte  auf  die  Verdrehungsbeanspruchungen,  den  Ungleichförmig- 
keitsgrad u.  s.  f.  von  Einfluss  sind.  Im  allgemeinen  werden  wenigstens  für  Verbren- 
nungsmotoren nur  die  harmonischen  Kräfte  erster  und  zweiter  Ordnung  und  für  be- 
stimmte Fälle  noch  diejenigen  dritter  und  vierter  Ordnung  — die  Ordnung  bezogen  auf 
das  resultierende  Drehkraft-Diagramm  — auf  den  Ungleichförmigkeitsgrad  einwirken.  Das 
Gleiche  hat  übrigens  der  Verfasser  auch  auf  theoretischem  Wege  gefunden,  wie  an  einem 
ausgewählten  Beispiel  im  Anhang  gezeigt  werden  soll. 

Diese  neue  Methode  bietet  aber  noch  eine  Reihe  von  schätzenswerten  Vorteilen  : 
Man  erhält,  ohne  weitere  Rechnungen  durchführen  zu  müssen, 
ausser  der  Beanspruchung  auch  noch  den  Ungleichförmigkeitsgrad, 
die  Winkelabweichung  und  die  Beschleunigung  des  betreffenden 
Systempunktes,  ausserdem  erhält  man  alle  diese  Werte  für  alle 
Punkte  des  ganzen  Systems  und  nicht  nur  für  eine  bestimmte 
Stelle  z.  B.  das  Schwungrad. 

Ob  durch  die  annähernde  Uebereinstimmung  einer  Eigenschwingungszahl  mit  der 
Schwingungszahl  einer  harmonischen  Kraft  wirklich  gefährliche  Ausschläge  zu  Stande 
kommen,  kann  ohne  Kenntnis  der  Schwingungsform  nicht  bestimmt  vorausgesagt  werden. 
Es  lässt  sich  zunächst  nur  sagen,  dass  die  Ausschläge  der  Kraft  proportional  sind,  dass 
sie  um  so  kleiner  werden,  je  grösser  die  Dämpfung  ist  und  dass  sie,  wenn  wir  jetzt  nur 
von  der  Geschwindigkeit  abhängige  Dämpfungen  in  Betracht  ziehen,  wesentlich  vom 
Schwingungs-Ausschlag  an  der  Angriffsstelle  der  Dämpfung  abhängig  sind.  Es  ist  noch 
nicht  gesagt,  dass  in  jedem  Falle  für  Resonanz  der  Schwingungsausschlag  grösser  werden 
müsste  wie  etwa  für  andere  Tourenzahlen.  Ist  nämlich  der  Dämpfungsfaktor  und  gleich- 
zeitig der  Dämpfungs-Ausschlag  sehr  gross,  so  ist  es  möglich,  dass  das  Maximum  des 
Ausschlages  für  irgend  eine  andere  Tourenzahl  eintritt.  Meistens  lässt  sich  dann  sagen, 
dass  solche  Schwingungen  nicht  mehr  gefährlich  sind. 

Auch  bei  ziemlich  kleinen  Dämpfungen  findet  man,  nebenbei  bemerkt,  bekanntlich, 
dass  das  Maximum  des  Schwingungsausschlages  nicht  bei  Resonanz,  sondern  schon  etwas 
zuvor  auftritt.  Der  Unterschied  wächst  aber,  wie  sich  zeigen  lässt,  mit  Grösse  der  dämpfenden 
Kraft  gegenüber  der  erregenden  Kraft.  In  allen  jenen  Fällen,  wo  für  Resonanz  wirklich 
heftige  Schwingungs-Ausschläge  zu  erwarten  sind,  ist  er  erfahrungsgemäss  sehr  klein. 

Wie  man  an  Hand  eines  Beispieles  sehen  wird,  steht  übrigens  auch  der  Zeitauf- 
wand für  die  neue  Methode  in  keinem  Verhältnis  zu  den  wertvollen  Ergebnissen,  welche 
die  Arbeit  zeitigt;  zu  diesen  kommen  aber  noch  eine  Reihe  weiterer  Vorteile  hinzu: 

Man  gewinnt  zunächst  allgemein  und  dann  auch  im  einzelnen 
Falle  ein  Urteil  darüber,  durch  welche  Anordnung  der  Massen  man  die 
kleinsten  Ausschläge  und  damit  die  geringsten  Beanspruchungen  erzielt, 
welche  Massnahmen  man  zu  treffen  hat,  um  gleichzeitig  bei  geringen  Be- 
anspruchungen der  ganzen  Welle  an  der  in  Betracht  kommenden  Stelle 
z.  B.  dem  Dynamoanker,  einen  möglichst  hohen  Gleichförmigkeitsgrad 
zu  erzielen,  ob  es  wünschenswert  erscheint,  gewisse  Schwungmassen, 
namentlich  das  Schwungrad  zu  vergrössern,  oder  ob  es  empfehlenswert 
ist,  das  letztere  zu  verkleinern. 

Allgemein  lässt  sich  sagen,  dass  die  Relativschwingungen  des  ganzen  Systems 
für  gleiche  Kräfte  und  gleiche  Massen  für  die  meisten  Fälle  um  so  geringer  ausfallen  werden, 
je  näher  die  Massen  dem  gemeinsamen  Schwerpunkt  liegen.  Hat  man  z.  B.  folgende 
Massen  : die  der  einzelnen  Cylinder,  ein  Schwungrad  und  eine  Dynamo,  so  sind  für  den 
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Fall,  dass  wie  gewöhnlich  die  Cylindermassen  zusammen  recht  klein  sind,  zwei  Anord- 
nungen zu  unterscheiden.  Die  reduzierte  Masse  der  Dynamo  ist  a)  kleiner,  b)  grösser  als 
die  des  Schwungrades. 

Man  erkennt,  dass  es  im  Falle  a zweckmässig  ist,  die  Dynamo  aussen  hinzusetzen. 
Diese  Anordnung  wird  heutzutage  fast  immer,  ohne  Rücksicht  darauf,  welche  von  beiden 
Massen  grösser  ist,  gewählt.  Man  geht  dabei  von  der  Anschauung  aus,  dass  durch  das 
Schwungrad  die  ungleichmässig  verlaufenden  Tangentialdrücke  der  Antriebsmaschine  gewis- 
sermassen  in  gleichmässige  umgewandelt  werden  sollen,  sodass  die  Gleichförmigkeit  an  der 
Dynamo  möglichst  wenig  unter  dem  Einfluss  der  Schwingungen  zu  leiden  hat.  Dass  diese 
Anschauung  irrig  ist,  sieht  man  besonders  deutlich  an  Hand  der  Schwingungsform.  In  einem 
Beispiel  des  Anhangs  — Figuren  50  und  51  — Zweicylinder-Dieselmotor  — sieht  man 
sogar,  dass  für  diejenigen  harmonischen  Kräfte,  deren  Periodenzahl  bedeutend  unter  der 
Eigenschwingungszahl  des  ganzen  Systems  liegt,  die  Schwingungsausschläge  gerade  in 
Mitte  Motor  wesentlich  geringer  sind,  wie  an  der  Seilscheibe  trotz  der  beträchtlichen 
Entfernung  derselben  und  trotz  der  Dazwischenlegung  des  Schwungrades. 

Ist  andererseits  die  Masse  der  Dynamo  grösser,  so  ist  es  zweckmässig,  dieselbe 
in  die  Mitte  zu  setzen.  Man  erreicht  dabei  ausser  den  kleineren  Schwingungen 
des  ganzen  Systems  namentlich  auch  noch  kleine  Schwingungsausschläge  also 
hohen  Gleichförmigkeitsgrad  der  Dynamo.  Da  es  sich  hier  gewöhnlich  nur  um 
den  Gleichförmigkeitsgrad  an  einer  Stelle,  dem  Anker,  handelt,  so  empfiehlt  sich  manchmal 
auch  eine  Verkleinerung  des  Schwungrads,  was  ausser  den  geringeren  Kosten  auch  noch 
andere  Vorteile  mit  sich  bringt  u.  a.  geringere  Relativschwingungen.  Um  zu  entscheiden, 
wann  eine  solche  Verkleinerung  angebracht  ist,  hat  man  die  wirklichen  Schwingungs- 
formen für  die  in  Betracht  kommenden  harmonischen  Kräfte  - — meistens  2 — 4 — aufzu- 
zeichnen. Ergeben  dann  die  Schwingungsausschläge  an  der  Dynamo  einen  noch  erheblich 
kleineren  Ungleichförmigkeitsgrad  als  den  gewünschten,  so  empfiehlt  sich  die  Verkleinerung. 

Freilich  ist  immer  noch  die  Entfernung  der  Schwingungszahl  der  erregenden 
Kraft  von  der  Eigenschwingungszahl  massgebend.  Bei  einem  annähernden  Zusammenfallen 
beider,  das  aber  vermieden  werden  soll,  ändert  sich  das  Bild.  Würde  nämlich  die  An- 
ordnung — Motor,  Dynamo,  Schwungrad  — gewählt  werden  und  der  Ausschlag  an  der 
Dynamo  damit  klein  sein,  so  würde  auch  die  Dämpfung  recht  klein  werden,  wodurch  wir 
wieder  bei  diesen  Schwingungszahlen  sehr  grosse  Ausschläge  und  hohe  Beanspruchungen 
der  Welle  erhielten.  Sollte  wirklich  der  Fall  Vorkommen,  dass  man  gerade  mit  dieser 
Tourenzahl  fahren  müsste,  so  hat  man  folgende  Massnahmen  vorzunehmen: 

Zunächst  verlegt  man  die  Eigenschwingungszahlen,  was,  wenn  die  Massen  des 
Schwungrades  und  des  Ankers  beträchtlich  verschieden  sind,  am  einfachsten  durch  Ver- 
tauschen beider  Massen  geschieht.  Ist  dies  nicht  angängig,  so  kann  man  sich  helfen  durch 
Verändern  einiger  Längen  und  Durchmesser  der  Welle  oder  Veränderung  einiger  Schwung- 
massen. Als  sehr  wirksames  Mittel  kommt  für  den  letzteren  Fall  in  Betracht  die  An- 
ordnung von  Gegengewichten  oder  richtiger  von  Schwungmassen  auf  den  Kurbelschenkeln. 
Sehr  wirksam  ist  dieses  Mittel  deshalb,  weil  für  Mehrcylindermaschinen  meistens  die 
Schwingungsausschläge  und  damit  die  Trägheitskräfte  für  die  Cylindermassen  grösser 
sind  als  für  die  übrigen  Massen.  Dieses  Verfahren  ist  namentlich  dann  angebracht,  wenn 
es  sich  darum  handelt,  nachträglich  am  fertigen  Maschinenaggregat  die  kritischen  Touren- 
zahlen zu  verlegen.  Natürlich  muss  dann  von  Anfang  an  auf  ein  nachträgliches  Anbringen 
von  Gegengewichten  bei  der  Konstruktion  der  Kurbelschenkel  Bedacht  genommen  werden. 

Die  Lage  der  Dynamo  in  möglichster  Entfernung  vom  Schwingungsknotenpunkt, 
also  im  allgemeinen  aussen,  ist  beim  Laufen  mit  der  kritischen  Tourenzahl  deshalb  von 


Nutzen,  weil  dann  wegen  der  grossen  Schwingungsausschläge  des  Ankers  wenigstens  die 
Dämpfung  gross  und  damit  die  Beanspruchungen  im  ganzen  System  mindestens  etwas 
kleiner  ausfallen. 

Es  kommen,  wenn  auch  ziemlich  selten,  Fälle  vor,  bei  welchen  nicht  blos  die 
niedrigste  Eigenschwingungszahl  eine  Rolle  spielt,  sondern  auch  noch  einige  höhere.  (Siehe 
Beispiel  II B auf  Seite  30).  Hier  ist  es  durchaus  möglich,  dass  die  Anbringung  der 
Dynamo  am  äussersten  Ende  nachteilig  wirkt,  weil  bei  höheren  Eigenschwingungszahlen 
mit  mehr  als  einem  Schwingungsknoten  es  leicht  eintreten  kann,  dass  das  in  Frage  kommende 
Ende  gerade  geringe  Schwingungsausschläge  aufweist.  Um  zu  sehen,  ob  dies  für  die 
kritische  Tourenzahl  gerade  der  Fall  ist,  braucht  man  nicht  die  wirkliche  Schwingungs- 
form aufzuzeichnen.  Wenn  man  bedenkt,  dass  für  die  kritische  Tourenzahl  die  Schwingungen 
der  Hauptsache  nach  aus  freien  Schwingungen  der  Massen  bestehen,  so  erkennt  man,  dass 
dafür  schon  die  Rn-Kurve  genügt,  weil  sie  uns  für  den  Fall  der  freien  Schwingung  das 
gegenseitige  Verhältnis  der  Schwingungsausschläge  angibt.  Welches  Mittel 
hier  am  einfachsten  uns  gestattet,  die  Eigenschwingungszahlen  zu  verlegen,  kann  wegen 
der  Möglickeit  der  verschiedenartigsten  Anordnungen  nur  an  Hand  des  einzelnen  Falles 
entschieden  werden. 

Es  wird  vielleicht  aufgefallen  sein,  dass  bisher  von  den  dämpfenden  Kräften  im 
besonderen  und  von  der  Schwingungsform  h noch  nicht  die  Rede  war.  Das  ist  deswegen 
gerechtfertigt,  weil  fast  immer  die  Schwingungsausschläge  der  Form  h erheblich  kleiner 
sind  als  die  der  Form  v.  Ausserdem  sind  die  Ausschläge  h an  der  wichtigsten  Stelle  — , 
dort  wo  die  dämpfende  Kraft  angreift,  also  am  Anker  — überhaupt  gleich  Null. 

Es  genügt  im  allgemeinen  durchaus,  wenn  man  nur  die  Ausschläge  ermittelt,  die 
von  der  dämpfungsfreien  Schwingungform  herrühren. 


Die  harmonischen  erregenden  Kräfte. 

Dieselben  lassen  sich  auf  sehr  verschiedene  Weise  ermitteln.  Die  Schilderung 
dieser  mechanischen,  graphischen  und  rechnerischen  Verfahren  würde  zu  weit  führen.  Es 
soll  nur  ein  Punkt  näher  beleuchtet  werden.  Bekanntlich  setzen  sich  die  nach  dem  Ver- 
fahren von  Radinger  konstruierten  Tangentialdrücke  aus  Arbeits-  und  Massendrücken  zu- 
sammen. Während  die  ersteren  von  der  Tourenzahl  gewöhnlich  ganz  unabhängig  sind, 
verändern  sich  diese  mit  dem  Quadrat  der  Umdrehungszahl.  In  Wirklichkeit  setzen  sich 
die  tangentialen  Massendrücke  aus  mehreren  Gliedern  zusammen.  Das  erste,  bis  jetzt 
überhaupt  allein  berücksichtigte  Glied  rührt  von  der  gleichmässigen  Rotation  der  Welle 
her.  Alle  anderen  Glieder  sind  eine  F'olge  der  verschiedenen  Verdrehungsschwingungen. 
Wie  man  diese  letzteren  Glieder  wenigstens  angenähert  ermittelt,  ist  schon  an  einer  früheren 
Stelle  erläutert  worden.  Wir  wollen  nur  noch  das  erste  Glied  näher  untersuchen.  Der 
in  Richtung  der  Cylinderachse  fallende  Massendruck  ergibt  sich  bekanntlich  zu 

g r 

für  den  oberen  Totpunkt. 

Daraus  ergibt  sich  der  tangentiale  Massendruck  zu 

Ptg  = ^ ~ • (sin  2 a — ~ A ■ sin  a + 1 A sin  3 a) . 

Dabei  ist  Go  die  hin-  und  hergehende  Masse  eines  Cylinders.  Für  den  schon  früher 
besprochenen  Fall,  dass  man  die  harmonischen  Kräfte  aller  Cylinder  in  genügender  An- 
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näherung  in  einem  Punkte  sich  vereinigt  denken  kann,  erhalten  wir  für  die  wichtigsten 
Kurbelanordnungen  für  die  tangentialen  Massendrücke  folgende  einfache  Formeln: 

1.  Zweicylindermaschine  mit  0°  Kurbelversetzung 


tg' 


(2  • sin  2 a — X • sin  a -[-  3 X • sin  3 a) 


2.  Zweicylindermaschine  mit  90°  Kurbelversetzung 


Ptg  = 


Go 


r vs.  X. 


v* 


s - r 

3.  Zweicylindermaschine  mit  180°  Kurbelversetzung 

v2 

- • sin  2 a 

r 

4.  Dreicylindermaschine  mit  120°  Kurbelversetzung 


— sin  (a  -f  45)  -f-  3 sin  3 (a  -\-  45) 


p,,=~° 


_G0  9 

• 4 


v 

X ■ — • sin  3 a 
r 


5.  Viercylindermaschine  mit  180°  bezw.  0°  Kurbelversetzung 


Pt§ 


Go 


2 sin  2 a 

r 


6.  Viercylindermaschine  mit  90°  Kurbelversetzung 

Ptg  = 0 

7.  Sechscylindermaschine  mit  120°  bezw.  0°  Kurbelversetzung 


8.  Sechscylindermaschine  mit  60°  Kurbelversetzung 

Ptg  = 0 

9.  Achtcylindermaschine  mit  90°  oder  45°  Kurbelversetzung 

Ptg  = 0 

Natürlich  gelten  diese  Formeln  nur  dann,  wenn  die  hin-  und  hergehenden  Massen 
der  einzelnen  Cylinder  gleich  gross  sind,  was  bei  Verbrennungsmotoren  ausnahmslos 
der  Kall  ist.  Man  erkennt  aus  ihnen  sofort,  auf  welche  harmonischen  Kräfte  die  Massen- 
drücke einen  Einfluss  haben.  Für  die  wichtigsten  Fälle,  nämlich  Ziffer  4 bis  7,  zeigt 
sich,  dass  die  Massendrücke  nur  die  harmonische  Kraft  1.  Ordnung  — die  Ordnung  be- 
zogen auf  das  resultierende  Drehkraftdiagramm  — beeinflussen.  Für  diese  Ordnung  gibt 
es  eine  natürlich  von  Kali  zu  Kall  verschiedene  Tourenzahl,  wo  gerade  die  geometrische 
Resultante  aus  Arbeits-  und  Massenkräften  ein  Minimum  hat. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Formeln  und  bei  Kenntnis  der  harmonischen  tangen- 
tialen Arbeitsdrücke  ist  es  also  möglich,  sofort  für  eine  beliebige  Tourenzahl  die  er- 
regenden Kräfte  anzugeben. 


Infolge  der  Drehschwingungen  entstehende  störende  Einflüsse  ausser- 
halb der  Kurbelwelle. 

Ausser  dem  schlechten  Gleichförmigkeitsgrad  und  den  hohen  Beanspruchungen 
der  Welle  und  ihrer  Lager  kommen  noch  zwei  weitere  Erscheinungen  in  Betracht. 

1.  Der  schlechtere  mechanische  Wirkungsgrad. 

2.  Erschütterungen  des  Maschinenfundamentes  und  des  umliegenden  Erdreiches. 
Dass  der  schlechtere  Wirkungsgrad  von  den  verschiedenen  dämpfenden  Kräften, 

welche  die  mechanische  Schwingungsenergie  in  Wärme  verwandeln,  herrührt,  braucht  nicht 
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weiter  erörtert  zu  werden;  ebensowenig,  dass  der  Energieverlust  namentlich  bei  Resonanz  ein 
besonders  grosser  sein  wird,  denn  die  meisten  und  namentlich  die  wichtigsten  dämpfenden 
Kräfte  sind  den  Schwingungsausschlägen  proportional.  Genauere  Versuche,  wie  gross  der 
Verlust  im  einzelnen  Falle  werden  kann,  liegen  bis  jetzt  nicht  vor.  Es  hat  sich  aber  ge- 
legentlich gezeigt,  dass  sich  für  die  gleiche  Kraftmaschine,  je  nachdem  sie  in  der  Nähe 
oder  in  grösserer  Entfernung  von  der  kritischen  Tourenzahl  lief,  bezw.  je  nachdem  die 
Schwingungs-Ausschläge  grösser  oder  kleiner  waren,  der  mechanische  Wirkungsgrad  merk- 
lich änderte : Ein  Grund  mehr,  alle  grösseren  Schwingungen  zu  meiden. 

Ausserdem  haben  die  Schwingungen  auch  einen  sehr  beträchtlichen  Einfluss  auf 
die  Ruhe  des  Ganges.  Dies  zeigt  sich  in  der  Praxis  namentlich  in  überraschender  Deut- 

o o 

lichkeit,  wenn  man  eine  vollständig  in  sich  ausgeglichene  Maschine  mit  zwei  verschiedenen 
Tourenzahlen  laufen  lässt,  deren  eine  so  gewählt  ist,  dass  die  Schwingungs- Ausschläge 
recht  klein  sind,  während  bei  der  anderen  kräftige  Schwingungen  möglichst  hoher  Ordnung 
auftreten.  Es  machen  sich  hier  - deutliche  Erschütterungen  bemerkbar,  während  bei  der 
ersten  Tourenzahl  die  Ruhe  des  Ganges  nichts  zu  wünschen  übrig  Hess.  Gerade  der  Um- 
stand, dass  gewöhnlich  erst  bei  Schwingungen  von  höherer  Ordnung  das  Fundament  ins 
Vibrieren  gerät,  führt  uns  zur  Erklärung  dieser  Erscheinung.  Betrachten  wir  eine  voll- 
kommen ausgeglichene  Mehrzylindermaschine  ! 

Solange  die  Schwingungs-Ausschläge  der  einzelnen  Kurbeln  alle  wenigstens  an- 
nähernd gleich  gross  sind,  solange  also  an  allen  Kurbelzapfen  gleiche  Trägheitskräfte,  gleich- 
giltig  welcher  Periodenzahl,  wirken,  ist  trotz  der  Verdrehungsschwingungen  der  vollständige 
Massenausgleich  nicht  gestört,  da  sich  die  entstehenden  Massenkräfte  am  System  selbst 
autheben.  Wenn  trotzdem  Erschütterungen  entstehen  sollten,  so  könnten  sie  nur  durch 
das  elastische  Verhalten  der  Grundplatte  bezw.  des  Rahmens  verursacht  sein. 

Wesentlich  anders  liegt  dagegen  die  Sache,  wenn  die  Ausschläge  der  einzelnen 
Kurbeln  verschieden  gross  sind,  namentlich  dann,  wenn  innerhalb  der  Kurbelwelle  sich 
ein  Knotenpunkt  befindet,  wie  das  manchmal  bei  Schwingungen  höherer  Ordnung  der  Fall 
ist.  Dann  wirken  an  den  einzelnen  Kurbeln  nicht  nur  sehr  verschieden  grosse,  sondern 
sogar  zum  Teil  auch  gegenüber  dem  vorhergehenden  Fall  entgegengesetzt  gerichtete  Massen- 
kräfte, die  so  eine  beträchtliche  resultierende  Kraft  bezw.  ein  Moment  übrig  lassen  können. 
Diese  Resultierende  wirkt  nach  aussen;  denn  Gleichgewicht  der  Kräfte,  die  an  der  Kurbel- 
welle wirken,  besteht  jetzt  nur  noch  für  eine  senkrecht  auf  der  Wellenmittellinie  stehende 
Ebene,  nicht  dagegen  für  eine  diese  Linie  enthaltende  Ebene. 


Anhang. 

In  diesem  Abschnit 
sollen  an  Hand  von  eini- 
gen Beispielen  die  wich- 
tigsten geschilderten 
Verfahren  durchgeführt 
werden.  Die  Beispiele 
beziehen  sich: 

1.  auf  den  Einfluss  der 
durch  die  Schwing- 
ungen hervorgerufe- 
nen Massenkräfte 
m co2  • a der  Trieb- 
werksteile bei  ver- 
schiedenen Schwin- 
gungszahlen, auf  die 
Bestimmung  der  kri- 
tischen Touren- 
zahlen ohne  Ver- 
zeichnung der 

Schwingungskurve 
der  Trägheitskräfte, 

2.  auf  die  Bestimmung 
der  Schwingungs- 
form und  des 
Ungleichförmig- 
keitsgrades  ohne 
Dämpfung, 

3.  auf  die  Bestimmung 
der  Schwingungs- 
ausschläge und  der 
Schubbeanspru- 
chungen der  Welle 
mit  Berücksichtigung 

der  Dämpfung. 

Figur  48  stellt  zu- 
nächst für  den  gleichen 
Sechscylinder  - Motor, 
für  welchen  den  Einfluss 
gleich  grosser  an  ver- 
schiedenen Kurbeln  an- 
greifender Kräfte  auf 
die  Grösse  der  Schwin- 
gungsausschläge unter- 
sucht wurde,  den  Ein- 
fluss der  Massenkräfte 
der  Triebwerksteile  bei 

Der  Verkleinerungsmass- 
stab von  l'  igur  48  ist  1 : 3. 


Avsuhlaqder Luffpumpe  / ■ 500cm 


<Sr- 


s? 


-=5~ 
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verschiedenen  Schwingungszahlen  unter  Berücksichtigung  der  beiden  Luftpumpenkurbeln 
dar.  Wäre  dieser  Einfluss  vernachlässigbar  klein,  so  müsste,  anfangend  von  dem  als 
gleichbleibend  angenommenen  Ausschlag  der  ersten  Luftpumpenkurbel,  die  Schwingungsform 
bis  zur  nächstgrösseren  Masse  (Läufer)  durch  eine  horizontale  Gerade  wiedergegeben  werden 
können,  solange,  wie  in  der  Zeichnung  angenommen,  an  den  einzelnen  Kurbeln  keine 
äusseren  Kräfte,  sondern  nur  Massenkräfte  angreifen.  Man  sieht,  dass  dies  schon  bei 
n = 1000  durchaus  nicht  mehr  genügend  genau  zutrifft.  Ueber  n — 2600  werden 
sogar  die  Schwingungs-Ausschläge  verschiedener  Kurbeln  negativ. 

Figur  48  lässt  sich  ferner  benützen  zur  Ermittlung  der  Teilschwingungszahlen 
Um  z B.  die  niedrigste  und  zugleich  wichtigste  Teilschwingungszahl  für  den  Systemteil 
— Luftpumpenkurbel  1 bis  Arbeitskurbel  VI  — zu  finden,  trägt  man  die  Ausschläge  der 
Kurbel  VI  als  Funktion  der  Tourenzahl  auf.  Der  Schnitt  der  so  erhaltenen  Kurve  mit 
der  Nullinie  ergibt  die  Teilschwingungszahl;  im  vorliegenden  Fall  ergab  sich 


Die  Bestimmung  der  Teilschwingungszahlen  ist  ausserdem  noch  für  folgende 
Systemteile  durchgeführt : 

Luftpumpenkurbel  1 — Arbeitskurbel  V 


Figur  48  soll  endlich  im  Zusammenhang  mit  Figur  49  zeigen,  wie  sich  ohne 


Aufzeichnung  der  Schwingungsform  für  einen  Motor  die  Eigenschwingungszahlen  mit  Hilfe 
der  für  einen  anderen  Motor  aufgezeichneten  Schwingungskurven  ermitteln  lassen. 


nj  = 2600 


1 

1 


IV 

III. 


77=  2oS0 

( 74*2  ) 


Bestimmung  oter  B/gensr/tvingu/ngrszatit  für  < 
öeriseyt/noier  Motor  / . 


” /0/2 


n 


/tn-  rfurre. 


n-221o 
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Figur  48  gilt  nämlich  für  einen  Sechscylinder-Motor  A,  dessen  auf  den  Kurbel- 
radius r = 20  cm  reduzierte  Massen  sind: 


mLi 


r 


0,0675 


kgsk2 


mi 


mn  = myi  = 0,395 


kgsk ! 


cm  cm 

Seine  reduzierten  Längen  sind  aus  der  Figur  ersichtlich.  Der  Horizontalzug  ist  dabei  für 
G ===  830000  kg/cm2  und  J = 1,81  • 10 4 cm4 
H = 37,5  ■ 106  kg. 

Wir  wollen  mit  Hilfe  dieser  Figur  die  kritischen  Tourenzahlen  von  Motor  I An- 
ordnung A ermitteln. 

Hier  sind  die  auf  dem  Kurbelradius  r — 22,5  cm  reduzierten  Massen 
mLl  = mL„  = 0,0195 

Cm  kesk 2 

mVi  = 0,212  g 


®i 


mn  = 


cm 


ksrsk  2 

mD  = 10,05  b 


cm 

Die  auf  das  Trägheitsmoment  des  Wellenzapfens  reduzierte  Länge  zwischen  den 
einzelnen  Kurbeln  ist 

l'l2  = 123  = 1 56  — — 66,4  cm, 

wie  schon  früher  gefunden  wurde. 

Die  reduzierte  Länge  zwischen  Cylinder  6 und  Dynamo  beträgt  nur  52,7  cm. 

Das  Trägheitsmoment  des  Wellenzapfen-Querschnittes  ist  Ji—  0,684-  104  cm4. 

Nun  reduzieren  wir  die  Massen  und  die  Längen  des  Motors  I auf  den  Radius  r = 20 
und  auf  J = 1,81  • 104. 


Wir  erhalten  dann : 

m iL  — 0,0195 

m i = 0,269 
mp  = 12,7 


2215\2 

20 


0,0246 


1 12 


!>81 
66,4  0,684 


176. 


Statt  der  Schwingungszahlen,  die  für  die  freien  Schwingungsformen  des  Motors  II 
galten,  kommen  nun  die  mit 


V 


0,395  94,5 


= 0,885 


0,269  176 

reduzierten  Schwingungszahlen,  die  in  Klammern  auf  der  Zeichnung  angegeben  sind,  in 
Betracht.  Statt  der  Länge 

16D  = 33,2  + 14,52  + 5,0 
= 52,7  cm  ergibt  sich  jetzt 
94,5 


52  7 J^i 

ö ’ 0,684 


!76  = 74’6  cm> 


Für  die  drei  der  vermutlichen  Eigenschwingungszahl  am  nächsten 
Schwingungszahlen  von  2050,  2300  und  2610  erhält  man  dann  -j-  48,  — 3 und  - 
als  Ausschlag.  Daraus  ergeben  sich  die  zugehörigen  Massenkräfte 

Ti  = + 12,7  • 1,47  • 4,58  • 104  • 48  = + 41,0  • 106  kg 

T2  = — 12,7  • 1,47  ■ 5,76  • 104  • 3 = — 3,22  • 106  kg 

T3  = — 12,7  • 1,47  • 7,5  • 104  65,6  = — 91,9  • 106  kg 

und  die  entsprechenden  Schwingungszahlen 

ni  = 1812 

n2  = 2040 
n3  - 2310 


liegenden 

- 65,6  cm 
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Man  erhält  auf  diese  Weise  drei  neue  Restwerte  und  durch  diese  aus  der  Rn-Kurve 
die  niedrigste  Eigenschwingungszahl 
ne  = 2175. 

Die  Ermittlung  der  Schwingungsform  nach  dem  auf  Seite  51  angegebenen 
Verfahren  ohne  Berücksichtigung  der  Dämpfung  ist  in  der  Figur  50  für  einen  Zweicylinder- 


-5 
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motor  mit  Schwungrad  und  Seilscheibe  gezeigt.  Wie  erkennbar,  gestaltet  sich  die  zeich- 
nerische Ermittlung  überraschend  einfach.  Die  Ausschläge  der  letzten  Masse  — der  Seil- 
scheibe — wurden  geschätzt,  dann  die  Schwingungsform  verzeichnet  und  aus  dem  Kräfte- 
polygon die  diese  Form  ermöglichende  äussere  Kraft  P bestimmt.  Für  die  über  der 
Eigenschwingungszahl  des  Systems  liegenden  Schwingungszahlen  wurde  absichtlich  der 
Ausschlag  der  Seilscheibe  negativ  angenommen,  um  die  gleiche  Richtung  der  Kraft  P wie 
für  die  übrigen  Schwingungszahlen  zu  erhalten.  In  Figur  51  wurden  für  dieses  Massen- 
system die  Ausschläge  der  drei  wichtigsten  Stellen : Seilscheibe,  Schwungrad  und  Mitte 
Motor  als  Funktion  der  Schwingungszahl  für  eine  Kraft  P = 10050  kg  aufgetragen;  es 
mussten  also  die  Ausschläge  der  verschiedenen  Schwingungsformen  der  Figur  50  im 
P’ 

Verhältnis  p-  reduziert  werden,  wobei  P'  die  zu  der  in  Betracht  kommenden  Schwingungs- 
form gehörige  äussere  Kraft  bezeichnet.  Abgesehen  von  den  vor  allem  in  die  Augen 
fallenden  Ausschlägen  in  der  Nähe  der  ersten  Eigenschwingungszahl  n = 493  zeigt  sich 
namentlich  die  auffallende  Verschiedenheit  der  Ausschläge  der  3 Massen  bei  nahezu 
allen  Tourenzahlen.  Dieselben  werden  erst  unter  n = 100  einigermassen  gleichmässig, 
während  noch  bei  n = 135  die  Verschiedenheit  -)-  20  bezw.  — 23%  - — die  °/o  bezogen 
auf  den  Ausschlag  des  Schwungrads  — beträgt.  Ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  für  den 
Motor  auch  die  harmonischen  Kräfte  höherer  Ordnung  in  Betracht  kommen,  namentlich 
sind  die  Kräfte  zweiter,  dritter  und  vierter  Ordnung  für  den  Zweizylinder-Viertakt-Diesel- 
motor  nicht  bedeutend  von  der  erster  Ordnung  verschieden.  Für  die  Kraft  zweiter  Ord- 
nung erhält  man  aber  bei  n ==  135  schon  eine  Verschiedenheit  der  Ausschläge  von  — 80 
bezw.  -(-  139 °/o  für  Mitte  Motor  bezw.  Seilscheibe.  Noch  entschieden  viel  grösser  werden 
die  Unterschiede  für  die  harmonische  Kraft  dritter  Ordnung,  deren  Schwingungszahl  in  der 
Nähe  der  Eigenschvvingungszahl  liegt.  Jedenfalls  sieht  man  mit  aller  Deutlichkeit,  dass 
auch  für  verhältnismässig  niedrige  Tourenzahlen  die  bei  der  Schwungradberechnung  ge- 
wöhnlich gemachte  Annahme  eines  starren  Verhaltens  der  Welle  (wenigstens  vom  Schwung- 
rad an)  bei  weitem  nicht  einmal  mehr  in  roher  Annäherung  der  Wirklichkeit  ent- 
spricht. Dabei  gibt  der  verzeichnete  Fall  eine  ausgeführte  Anlage  wieder,  die  man  aller- 
dings wegen  der  grossen  Entfernung  zwischen  Seilscheibe  und  Schwungrad  nicht  als 
besonders  glücklich  bezeichnen  kann,  die  aber  nicht  etwa  einen  besonders  extremen  Fall 
der  Praxis  darstellt.  Ferner  sieht  man  an  Hand  des  Schaubildes  51,  wie  unrichtig  die 
häufig  zu  findende  Anschauung  ist,  dass  der  Ungleichförmigkeitsgrad  der  Welle  immer  im 
Motor  am  schlechtesten,  dann  am  Schwungrad  besser  und  bei  den  hinter  dem  Schwung- 
rad liegenden  Massen  am  besten  sei.  Bei  allen  in  Betracht  kommenden  Tourenzahlen 
— von  0 bis  über  500  — ist  es  hier  gerade  umgekehrt.  Weiterhin  erkennt  man  auch, 
was  man  bei  gegebenen  Massen  und  gegebener  Reihenfolge  derselben  zu  tun  hat,  um 
einen  möglichst  hohen  Gleichförmigkeitsgrad  sowohl  der  Seilscheibe  wie  überhaupt  des 
ganzen  Systems  zu  erhalten.  Entweder  ist  die  Welle  zwischen  Schwungrad  und  Seilscheibe 
so  zu  verstärken,  dass  die  Figenschwingungszahl  über  ca.  600  hinaufrückt,  oder  man  muss 
sie  so  elastisch  machen,  dass  ne  unter  100  herabsinkt.  Bei  Neuausführungen  wird  man 
am  besten  Schwungrad  und  Seilscheibe  womöglich  ganz  zusammenrücken. 

In  der  Figur  51  sind  ferner  für  einen  Ungleichförmigkeitsgrad  5 = 1/100  diejenigen  # 
Schwingungs-Ausschläge  verzeichnet,  die  bei  einer  erregenden  Kraft  von  P = 10050  (ent- 
sprechend der  harmonischen  Kraft  3.  Ordnung)  für  eine  Frequenz  erster  bis  vierter  Ordnung 
gerade  noch  erreicht  werden  dürfen.  Hat  man  nämlich  die  Frequenz  fter  Ordnung,  so  be- 
steht für  den  Ungleichförmigkeitsgrad,  herrührend  von  einer  harmonischen  Kraft,  folgende 

Beziehung : 2 a • co  • f 

o = — oder, 
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z.  B.  für  f = 3 ; r = 45  cm  und 


da  vm  = r • co  • ist,  wenn  co  ■ die  Winkelgeschwindigkeit  für  die  gleichmässige  Rotation 
der  Kurbelwelle  und  r den  Reduktions-Radius  der  Massen  darstellt : 

r • 5 • 
a — 2 • f • 

1 

100 

a = 0,075  cm. 

Es  ergeben  sich  also  Parallele  zur  Nullinie.  Auf  diese  Weise  gewinnt  man  sofort 
ein  Urteil  darüber,  welche  von  den  harmonischen  Kräften  für  sich  genommen  den  schlech- 
testen Gleichförmigkeitsgrad  ergibt  und  ob  es  etwa  nötig  ist,  aus  den  für  die  verschiedenen 
Ordnungen  ermittelten  Sinusschwingungen  die  resultierende  Schwingung  bezw.  die  dazu 
gehörige  Geschwindigkeitskurve  zu  verzeichnen. 


•Spektrum  der  Schwing  ungaausschtage  zum 
tt  00  PS  Dieselmotor  mit  Schwungrad  und 
Seilscheibe. 


die  Scbuingungs  auc  schlage  sind  auf “/re  erregend Araf/ 

P-  '/0050kg  bezogen  diestr/chpunktier/en  /fortzonfa/en 
gebende i Mrkung  einer  Pro  ft  den Scbu/ngungsausscbtapan, 
derfür  d ■ fioo  gerade  noch  zustande  kommen  darf 
die  Freguenz  derfraft /st verschieden 


Frequenz  der  Fra/f.Pn 


Shuunqungjzab/ 


1 

I 


f 

I 

I 

Jr> 
v 


dzu/= 


= n Kurbel 


S/0 


Freguenz  /*n 


Endlich  beachte  man  die  überraschend  einfache  Ermittlung  der  Schwingungsform- 
Für  gewöhnlich  wird  man  in  der  Praxis  die  einzelnen  Ausschläge  nicht  für  eine  so  grosse 
Reihe  von  Schwingungszahlen  ermitteln ; man  wird  sich  — bei  Kenntnis  der  kritischen 
Tourenzahlen  — in  den  meisten  Fällen  damit  begnügen,  die  Schwingungsformen  für  die  erste 
ünd  zweite  harmonische  Kraft  und  je  nach  der  Grösse  der  höheren  harmonischen  Kräfte  und 
nach  der  Lage  der  Eigenschwingungszahlen  auch  für  diese  oder  jene  Kraft  höherer  Ordnung  zu 
ermitteln.  Wie  man  aus  Figur  50  ersehen  kann,  sind  zur  Ermittlung  des  Ausschlages  eines 
Punktes  nur  eine  Linie  in  dem  Schwingungspolygon  und  ein  Punkt  im  Kräftepolygon  nötig. 

Der  Verkleinerungsmasstab  von  Figur  51  ist  1 : 2 '/2. 
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Ermittlung  der  von  den  einzelnen  harmonischen  Kräften  herrühr  enden 
Schwingungsform  und  der  Wel  1 en b e ans p ruchun ge n unter  Berücksichtigung 

der  Dämpfung.  (Figur  52  und  53.) 

Diese  Untersuchung  soll  für  einen  Dreicylinder- Viertakt-Dieselmotor  Ne  = 300  PS 
und  n = 155  durchgeführt  werden.  Es  ist  dies  die  gleiche  Anlage,  die  von  Professor 


Figur  52  ist  im  Masstab  1 : 1,65  verkleinert. 


Gümbel  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deut-scher  Ingenieure  1912  näher  besprochen 
wurde.  Die  wichtigsten  Grössen  seien  hier  nochmals  angeführt: 

Läufer:  GD2  = 109700  kgm2 
Schwungrad:  GD2  “ 93000  kgm2 
Reduktionsdurchmesser  der  Wellenlängen:  25  cm. 

Reduktionsradius  für  die  Massen : 34  cm 


red.  Masse  des  Läufers: 


242  kgsk  2 
cm 


red.  Masse  des  Schwungrades : 


207  kgsk2 
cm 

red.  Länge  zwischen  Läufer  und  Schwungrad : 102  cm 
red.  Länge  zwischen  Schwungrad  und  Mitte  Motor:  250  cm. 
Trägheitsmoment  3,83-  104  cm.4 


Die  zu  einer  Gesamtverdrehung  ü-  zwischen  Läufer  und  Schwungrad  gehörige  Schub- 
beanspruchung ergibt  sich  zu 


d • G - a>  • 25  • 828000  S* 
2 • L ■ r • = . 2 ■ 102  • 34 


2980  • ü • 


Um  den  Fall  möglichst  übersichtlich  zu  gestalten,  wurden  die  Massenkräfte  der  Trieb- 
werksteile (Kurbel,  Treibstange  und  Kolben)  aller  drei  Cylinder  vernachlässigt.  Ferner 
wurde  angenommen,  dass  die  äusseren  harmonischen  Kräfte  in  Mitte  Motor  und  nicht, 
wie  es  tatsächlich  der  Fall  ist,  in  den  einzelnen  Cylindern  wirken.  Von  den  dämpfenden 
Kräften  wurden  nur  die  Reibung,  die  in  infolge  der  Wirkung  der  harmonischen  Kräfte 
entsteht,  und  die  Dämpfung  am  Rotor  berücksichtigt.  Für  die  Reibung  wurde  ein  Wert 
von  5°/o  angenommen:  als  Dämpfungsfaktor  ergab  sich  nach  der  auf  Seite  54  ange- 
gebenen Formel 

k = 710k^. 

cm 

Alle  diese  vereinfachenden  Annahmen  sind  deshalb  unbedenklich,  weil  man  sicher  sagen 
kann,  dass  durch  sie  die  resultierenden  Schwingungs-Ausschläge  und  Beanspruchungen 
nicht  wesentlich  verändert  werden  und  weil  ferner  der  Dämpfungsfaktor  sich  rechnerisch 
ohne  Kenntnis  der  ganzen  Anlage  doch  nicht  genau  bestimmen  lässt. 

I.  Zunächst  soll  die  Beanspruchung  der  Welle  durch  das  konstante  Drehmoment 
ermittelt  werden. 

Für  einen  mittleren  effektiven  Druck  von  5,4  kg  in  jedem  Cylinder  erhält  man 
als  Drehmoment  MD  = 0,80  • 3 ■ 1809  • 34  emkg.  Das  Widerstandsmoment  der  Welle  in 
Bezug  auf  Drehung  ist: 

WD  = 3,05  • 103  cm:: 

Man  erhält  also  eine  Beanspruchung: 
r — 52  kg/cm2 

II.  Für  die  harmonische  Kraft  erster  Ordnung,  deren  Frequenz  n = 1,5  ist, 
erhält  man  unter  Berücksichtigung  des  durch  die  Reibung  entstehenden  Verlustes: 

Pt  = 15750  kg. 

Für  diese  Kraft  ermitteln  wir  nach  dem  oben  angegebenen  Verfahren  zunächst  ohne 
dämpfende  Kraft  die  Schwingungs-Ausschläge  (Form  v).  Der  Ausschlag  des  Läufers 
ergibt  sich  dafür  zu 

0,0772  cm. 

Dadurch  erhält  man  eine  dämpfende  Kraft 

K = k • co  • av  = 710  • 24,45  • 0,077  = 1330,0  kg. 


78 


Damit  die  Schwingungsform  h zu  einer  möglichen  werde,  müssen  wir  eine  Rest- 
kraft R = 734,0  kg  in  Mitte  Motor  uns  angreifend  denken.  Um  die  Figur  deutlicher 
zu  machen,  wurde  die  Schwingungsform  hii5  für  den  zehnfachen  Wert  von  K verzeichnet. 

Aus  dem  Kreisdiagramm  mit  R und  P als  Radien  erhalten  wir  dann  die  Phasen- 
verschiebung und  die  für  die  beiden  Schwingungsformen  in  Wirklichkeit  in  Betracht 
kommenden  Kräfte  Pv  = 15720  und  Ph  = 730  kg. 

Die  Differenz  der  Ausschläge  v zwischen  Rotor  und  Schwungrad  ergibt  sich  damit  zu 

i k 7on 

(0,0772  - 0,036)  ~ 0,041  cm 

v ' 15750 


Der  wirkliche  Ausschlag  h am  Schwungrad  ist 
ah—  ^ 0,0049  cm 

Der  Ausschlag  des  Läufers  ist,  weil  die  Dämpfung  am  Läufer  angreift,  für  die 
Schwingungsform  h gleich  Null. 

Die  Gesamtverdrehung,  gemessen  relativ  zwischen  Läufer  und  Schwungrad,  er- 
gibt sich  durch  geometrische  Addition  zu 


ff  = 0,0413  cm. 

Das  entspricht  einer  Beanspruchung  von 
P 123  kg/cm2. 

Sie  wechselt  5,8  mal  pro  Sekunde. 

III.  Für  die  zweite  harmonische  Kraft,  deren  Schwingungszahl  n = 3 • 155  ist, 
soll  die  Bestimmung  der  Schwingungs-Ausschläge  sowohl  nach  dem  für  die  Resonanz 
angegebenen  graphischen  Verfahren  als  auch  rechnerisch  durchgeführt  werden.  Da 
n = 3 • 155  die  Eigenschwingungszahl  des  Systems  sehr  angenähert  darstellt,  so  fällt 
die  Richtung  der  Dämpfungskraft  K mit  der  Richtung  der  äusseren  harmonischen 
Kraft  P2  zusammen. 

Die  Kraft  P2  setzt  sich  aus  einem  aus  den  Arbeitsdrücken  und  einem  aus  den 
Massenkräften  der  hin-  und  hergehenden  Teile  stammenden  Anteil  zusammen,  die,  um 
die  resultierende  äussere  Kraft  zu  erhalten,  geometrisch  addiert  wrerden  müssen.  Der 
von  den  Massenkräften  stammende  Anteil  kann,  wie  aus  der  Formel  für  die  tangentialen 
Massendrücke  bei  Dreicylindermotoren  hervorgeht,  nur  bei  den  Schwingungen  zweiter 
Ordnung  eine  Rolle  spielen. 

Man  erhält  so  abzüglich  der  Reibung  als  äussere  harmonische  Kraft: 

P2  = 6070  kg. 

Der  Schwingungsausschlag  a^  des  Schwungrades  ergibt  sich  (bei  Vernachlässi- 
gung der  Triebwerksmassen)  aus  der  Beziehung:  (Figur  52) 
ah:  L = (P  -)-  msch  • co2  • ah):  H oder 
_ LP 

a'‘  H — L mSch  • er 2 
= 0.024  cm. 

Diesem  Ausschlag  entspricht  eine  Massenkraft 
mSch  • 03 2 ah  — 12800  kg 
und  folglich  eine  dämpfende  Kraft 


K = 12800  — 6070  = ca.  6700  kg. 

Daraus  erhält  man  dann  sofort  die  Ausschläge  der  Form  v:  av 
6700  inQ  ,T  c \ 

a’l-  = 7iöT4p  = 0’193  (Laufer> 
aVSf>h  = 0,222  cm  (Schwungrad) 
avL  + av.geh  = 0,415  cm 
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Die  Gesamtverdrehung  zwischen  Läufer  und  Schwungrad  ergibt  sich  darnach  zu 

l/0,41ö 2 + O^M2  = 0,4155  cm. 

Dieser  Verdrehung  entspricht  eine  Beanspruchung 

T3  = + 1240  kg/cm2, 
welche  11,6  mal  pro  Sekunde  wechselt. 

IV.  Für  die  nächste  harmonische  Kraft  P3  — 4300  kg,  deren  Schwingungszahl 
n = 4,5  • 155  ist,  erhält  man  einen  Relativ-Ausschlag  zwischen  Läufer  und  Schwungrad 

1.  für  die  Schwingungsform  v:  0,006855 

2.  für  die  Schwingungsform  h:  0,000264  also: 

3.  resultierender  Ausschlag:  0,00686 

Daraus  ergibt  sich  eine  Schubbeanspruchung  von  ± 20,5  kg/cm2,  welche  17,4 mal 
pro  Sekunde  wechselt. 

V.  Endlich  wollen  wir  noch  ermitteln,  ob  die  harmonische  Kraft  vierter  Ordnung 
P = 6020  kg — deren  Schwingungszahl  n : ; 6 • 155  ist,  noch  von  Einfluss  ist.  Es  ergibt  sich : 

1.  für  die  Schwingungsform  v:  0,0041 

2.  für  die  Schwingungsform  h:  0,00013 

3.  resultierender  Ausschlag : 0,0041  cm 

4.  Schubbeanspruchung  + 12,2  kg/cm2 
23,2  mal  pro  Sekunde  wechselnd. 

Daraus  folgt,  dass  für  noch  höhere  Ordnungen  die  Untersuchung  unterbleiben  kann. 

Nachfolgende  Tabelle  stellt  eine  Zusammenstellung  der  Schwingungszahlen,  der 
äusseren  Kräfte  (in  kg/cm2  der  Kolbenfläche),  der  dazu  gehörigen  Schubspannungen  x,  der 
auf  die  äussere  Kraft  P — 5 kg/cm2  reduzierten  Beanspruchungen  xre(1  und  der  Phasen- 
verschiebungswinkel dar. 


n p 

X 

^rod 

a 

0 2,58  (konstant)  52 

101 

— 

1,5  • 155  8,70 

123 

71 

2,5° 

3 • 155  3,34 

1240  1860 

90° 

4,5  • 155  2,36 

20,5 

43,4 

3° 

6 • 155  3,32 

12,2 

18,3 

2° 

rv>  1450  kg( 

cm  2 

figur  53. 

Figur  53  ist  im  Masstabe  1 : 2'/j  verkleinert. 


Zu  beachten  ist: 

1.  Bei  abnehmender  Belastung  ändert  sich  an  der  harmonischen  Kraft  dritter 
Ordnung  nur  wenig,  während  die  Dämpfung  kleiner  wird.  Die  Schwingungs-Ausschläge 
werden  also  grösser. 

2.  Die  Biegungsbeanspruchungen  sind  nicht  berücksichtigt. 

3.  Die  in  der  Nähe  des  zwischen  Schwungrad  und  Dynamo  befindlichen  Kupp- 
lungsflansches auftretenden  erhöhten  Beanspruchungen  sind  ebenfalls  nicht  berücksichtigt. 

In  der  Zeichnung  sind  für  die  Schwingungszahlen  1,5  • 155  und  3 ■ 155  die 
Formen  v der  leichteren  Vorstellung  halber  gleich  für  die  in  Frage  kommenden  Kräfte 
P = 15750  und  6070  kg  dargestellt,  während  für  n = 4,5  ■ 155  bezw.  6-  155  die 
Formen  v auf  gewöhnliche  Weise  verzeichnet  wurden,  wobei  also  der  Ausschlag- 
des  Läufers  angenommen  und  dann  die  dazugehörige  Kraft  P ermittelt  wurden.  Die 
eingeklammerten  Zahlen  geben  die  Ausschläge  v für  die  tatsächlich  in  Frage  kommen- 
den Kräfte  P4,5  = 4300,  bezw.  Pg  = 6020  an.  Auf  Grund  dieser  Ausschläge  wurde 
dann  auch  in  beiden  Fällen  die  Form  h verzeichnet. 

In  Figur  53  sind  zunächst  für  eine  äussere  Kraft  von  p = 5 kg/cm2  die  Schwing, 
ungsausschläge  von  Mitte  Motor,  Schwungrad  und  Läufer  als  Punkte  verzeichnet.  Da 
hier  im  Gegensatz  zum  vorher  behandelten  Beispiel  des  Zweicylinder-Motors  die  Ent- 
fernung zwischen  Läufer  und  Schwungrad  viel  kleiner  ist  als  diejenige  zwischen  Mitte 
Motor  und  Schwungrad,  so  ist  hier  zwar  der  Ausschlag  am  Motor  am  grössten  ; anderer- 
seits ist  jedoch  immer  noch  unterhalb  der  kritischen  Tourenzahl  der  Ausschlag  des 
Läufers  wesentlich  grösser  als  der  des  Schwungrades,  es  zeigt  sich 
demnach  auch  hier,  dass  die  häufig  an  zutreffende  Anschauung,  dass 
der  Ungleichförmigkeitsgrad  für  die  am  weitesten  vom  Motor  ent- 
fernte Masse  am  besten  sein  müsste,  irrig  ist. 

Aus  dem  Verlauf  der  als  Funktion  der  Tourenzahl  aufgetragenen  Schubspan- 
nungen für  eine  äussere  Kraft  p = 5 kg/cm2  ersieht  man  das  ungeheure  Anwachsen  der 
Beanspruchungen  in  der  Nähe  der  kritischen  Tourenzahl,  ferner  erkennt  man  aber  auch, 
dass  durch  ein  bedeutendes  Ueberschreiten  derselben  die  Schubspannung  statt  höheren 
Werten  sogar  bedeutend  niedrigere  Werte  annimmt  als  jemals  zuvor. 


